Лекция 21

Эргодическое свойство ССП
1. Вводные замечания

2. Эргодичность по отношению к МО

3. Оценивание МО

4. Эргодичность по отношению к дисперсии и оценивание дисперсии
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1. Вводные замечания

Эргодичность ССП – это важное для теории и практики свойство, позволяющее при измерениях характеристик ССП обходиться единственной реализацией ССП, а не ансамблем реализацией.

Отметим, что свойство эргодичности как бы «привязывается» к оцениваемой характеристике. Например, говорят: «ССП эргодичен по отношению к МО» или «ССП эргодичен по отношению к дисперсии» и т.д. При этом очень важно помнить, что ССП может быть эргодичным по отношению к одной из характеристик ССП (например, по отношению к МО), и вместе с тем – неэргодичным по отношению к другой (например, по отношению к дисперсии). Так, можно показать (кстати, попробуйте это доказать самостоятельно после прочтения данной лекции – полезное упражнение!), что гармонический процесс
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эргодичен по отношению к МО и дисперсии, если амплитуда 
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 детерминирована, а начальная фаза 
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 случайна. Вместе с тем, такой же процесс эргодичен по отношению к МО и неэргодичен по отношению к дисперсии, если случайными являются и амплитуда, и начальная фаза.

2. Эргодичность по отношению к МО
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Свойство эргодичности ССП 
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 по отношению к МО формулируется так: 

Аналитически эта свойство описывается (в несколько вульгарной форме, поскольку сходимость по вероятности определяется более громоздким соотношением – смотрите, например, доказательство теоремы Чебышева) так:
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Сразу отметим очевидное сходство данного свойства с теоремой Чебышева («среднее арифметическое значений СВ сходится по вероятности к математическому ожиданию этой СВ»). Действительно, значения ССП в разные моменты времени можно трактовать как значения некоей СВ 
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, что, казалось бы, избавляет нас, от необходимости доказывать соотношение (1).

Однако если обратиться к нашему (см. Лекцию 15) доказательству теоремы Чебышева, мы увидим, что там значения 
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 полагались статистически независимыми. Теперь же этого делать нельзя, т.к. между значениями ССП 
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, взятыми в близкие моменты времени 
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 и 
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, существует статистическая зависимость.

Итак, вспомним условия, обеспечившие справедливость теоремы Чебышева. Их два:

1) несмещенность оценки МО;

2) состоятельность оценки МО.

Очевидно, эти условия должны быть аналогичны условиям эргодичности ССП 
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 по отношению к МО.

Рассмотрим оценку МО:
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Это несмещенная оценка:
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Покажем теперь, что это состоятельная оценка, т.е. дисперсия оценки стремится к нулю при 
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Область интегрирования показана на рис.1.
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Рис.1

Сделаем замену переменных, после которой область интегрирования изменит свою форму (рис.2):
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После замены переменных получим:
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Рис.2

Процедура интегрирования в соотношении (6) графически изображена на рис.3:
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Рис.3

Для 
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Таким образом, при 
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 оценка (2) состоятельная и несмещенная, а значит, сходится по вероятности к истинному МО.

Условие эргодичности ССП 
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 по отношению к МО, следовательно, имеет вид:
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Иная, более простая, форма того же условия эргодичности:

(9)

3. Оценивание МО

Выражение (2) представляет так называемую непрерывную оценку МО, которая является несмещенной и состоятельной.

При использовании цифровой измерительной техники вместо непрерывного ССП 
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 имеем дискретный ССП 
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 - период дискретизации.

Дискретная оценка МО имеет вид:


[image: image44.wmf]å

=

=

N

i

X

i

X

N

m

1

]

[

1

.                                                        (10)

Это несмещенная и состоятельная оценка. Можно показать, что ее дисперсия определяется несколько иным соотношением (сравните с соотношением (6)):
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Для некоррелированных значений 
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что совпадает с аналогичным соотношением (8) Лекции 17 для дисперсии оценки МО по некоррелированным значениям СВ.

4. Эргодичность по отношению к дисперсии и оценивание дисперсии
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«Вульгарная» форма определения эргодического по отношению к дисперсии ССП 
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Очевидно, как и в случае с эргодичностью по отношению к МО, можно было бы сначала получить условия сходимости по вероятности, а уж затем записывать выражение для оценки дисперсии в виде:
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Мы, однако, поступим по-другому: докажем, что оценка (14) несмещенная и получим условия ее состоятельности. Эти условия одновременно и будут условиями эргодичности процесса 
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Чтобы упростить доказательство, мы прибегнем к маленькой хитрости – предположим, что 
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 известно и равно нулю. Тогда вместо формулы (14) можно использовать более простую формулу:
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Оценка (15) несмещенная:


[image: image53.wmf][

]

X

T

X

T

X

X

T

X

D

dt

D

T

dt

m

D

T

dt

t

X

T

D

=

=

+

=

=

ò

ò

ò

0

0

2

0

2

1

1

)

(

1

~

.                       (16)

Учитывая сходство формул (2) и (15), выражение для дисперсии оценки (15) легко получить из соотношения (6):
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Условие эргодичности ССП 
[image: image55.wmf])

(

t

X

 по отношению к дисперсии, следовательно, имеет вид:
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Если процесс 
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Как видим, здесь нам пригодилось определение интервала корреляции в виде квадратичного интервала корреляции.

Для дискретного процесса 
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 известно и равно нулю, получаем оценку дисперсии следующего вида:
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Благодаря предположению 
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 это оценка несмещенная (без такого предположения это асимптотически смещенная оценка).

Дисперсия оценки (20):
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Если значения ССП 
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5. Эргодичность по отношению к корреляционной функции и оценивание корреляционной функции

Развивая подход, использованный в предыдущем разделе, рассмотрим оценку корреляционной функции в виде:
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вновь полагая 
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Легко показать, что это несмещенная оценка:
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Дисперсия оценки (22):

[image: image70.wmf]ò

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

T

V

X

d

K

T

T

K

D

0

0

)

(

1

2

)]

(

~

[

t

t

t

t

,                                            (23)

где
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Можно показать, что для нормального процесса 
[image: image72.wmf])

(

t

X

 справедливо соотношение:


[image: image73.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

0

0

2

t

t

t

t

t

t

-

+

+

=

K

K

K

K

V

,                                          (24)

откуда следует
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Дискретная форма оценки функции корреляции:
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Это несмещенная оценка.

Ее дисперсия:
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где
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Для нормального процесса
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в результате чего (23) принимает вид:
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Заметим еще раз, что приведенные выше соотношения полезны не только в теоретическом плане, но и могут использоваться в практике измерений характеристик ССП.

ССП � EMBED Equation.3 ��� эргодичен по отношению к МО, если  среднее по единственной реализации сходится по вероятности к среднему по ансамблю
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