Лекция 20
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1. Вводные замечания

В прошлой лекции мы определили корреляционную функцию СП 
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 как центральный момент второго порядка:
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В случае, когда ССП 
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 является стационарным, выражение (2) может быть записано в виде:
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Заметим, что в англоязычной литературе обычно под корреляционной функцией подразумевают:
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а выражения (1)-(2) именуют ковариационной функцией. Тем не менее, в дальнейшем мы будем придерживаться «своей» терминологии, более широко распространенной в отечественной литературе.

2. Свойства корреляционной функции ССП

1) [image: image108.wmf])
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Четность:

Данное свойство следует из определения:
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2) Абсолютное значение не превышает значения в точке 
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Доказательство:

Исходим из очевидного соотношения:
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Расписываем:
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3) Как правило, при 
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Объяснение физическое: всякая порождющая СП система имеет финитную память (длительность импульсной переходной характеристики). Т.о., финитность корреляционной функции – следствие финитности памяти реальных систем.

Еще одно объяснение: 
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 - мера связи. Чем дальше моменты времени, тем связь слабее (сложнее предсказывать).

4) Должно выполняться условие:
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Доказательство этого свойства можно получить как следствие теоремы Винера-Хинчина (будет рассмотрена позже).

Рассмотрим теперь свойства взаимно-корреляционной функции.
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 не обладает свойством четности, но
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3. Коэффициент корреляции и интервал корреляции

Коэффициенты автокорреляции и взаимной корреляции:
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Интервалы корреляции:
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                                                                                                    Рис.1

2) абсолютный интервал корреляции (предназначен учитывать возможный осциллирующий характер коэффициента корреляции):
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3) квадратичный интервал корреляции:
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интервал корреляции 
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-того порядка:

5) максимальный интервал корреляции:
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                                                                                                    Рис.3

4. Спектр мощности ССП (теорема Винера-Хинчина)

Пара преобразований Винера-Хинчина имеет вид “обычной” пары преобразований Фурье, связывающей функции времени 
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Функцию 
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 именуют спектральной плотностью мощности ССП 
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. Другое название – спектральная плотность дисперсии. Тождественность обоих названий станет ясной позднее, когда при рассмотрении свойства эргодичности мы увидим, что измерение дисперсии случайного ССП тождественно измерению его мощности.

А сейчас покажем оправданность второго названия. Примем 
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Если 
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 имеет размерность 
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 (вольты в квадрате), тогда  в соотношении (4) функция 
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 (вольты в квадрате, деленное на Гц). Как видим, функция 
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 имеет полное право именоваться спектральной плотностью дисперсии.

Рассмотрим несколько основных свойств функции 
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1) функция 
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 является вещественной и положительно определенной:
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Справедливость этого свойства следует из того, что дисперсия вещественного процесса 
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 не может быть отрицательной.

2) функция 
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 является четной:
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Это свойство следует из вещественности и четности функции 
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. Действительно, рассмотрим первое соотношение из пары (3):
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Косинус – функция четная, следовательно, функция 
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 также четная, что и требовалось доказать.

5. Спектрально-корреляционные характеристики гармонического процесса

При аналитических исследованиях процессов и систем используются различные модели сигналов и помех. Примером наиболее часто употребляемой модели сигнала является гармонический процесс
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где амплитуда 
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 полагается детерминированной или случайной величиной, а начальная фаза 
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 обычно полагается случайной величиной, равномерно распределенной на интервале (0, 2
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Найдем функцию корреляции процесса (5):
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где 
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Из (6) с учетом (7)-(8) получаем
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Спектральная плотность дисперсии гармонического сигнала:
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где 
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6. Спектрально-корреляционные характеристики полосового белого шума

Примером широко распространенной модели помехи является ограниченный по частоте белый шум (рис.4):
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      Рис.4

Функция корреляции имеет вид:
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Дисперсия и коэффициент корреляции равны соответственно:
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Первый нуль функции корреляции (6.19) имеет место в точке 
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, следующие нуль-пересечения следуют с периодом 
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. Таким образом, значения процесса в точках, разделенных промежутками 
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, некоррелированы. В случае гауссова процесса они будут статистически независимыми.
При анализе статистических свойств оценок МО и дисперсии ССП необходимы следующие величины:
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Как видим, для ограниченного по частоте белого шума некоррелированные значения следуют с шагом 
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Примечание: при выводе соотношений (15)-(17) мы воспользовались соотношениями:
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7. Выявление скрытых периодичностей

Анализ шумов и вибраций механизмов позволяет осуществлять раннее выявление неисправностей при технической диагностике. Анализ шумов сердца и легких – примеры медицинской диагностики. Анализ шумов двигателей и коробок передачи автомобилей и  тракторов, турбин самолетов – примеры технической диагностики.

Из общих соображений ясно, что сердце человека должно «стучать» периодически. Напротив, двигатели и коробки передач не должны периодически «стучать», поскольку в данном случае «стук» - признак неисправности.

Периодический характер анализируемых явлений и процессов зачастую замаскирован шумами, порой весьма интенсивными. В этой связи становится понятной актуальность задачи выявления “скрытых периодичностей”. Одним из эффективных методов решения такой задачи является корреляционный анализ. 

Действительно, для аддитивной смеси
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сигнала 
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 отношение сигнал-шум (отношение средней мощности 
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может быть очень малым: 
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На рис.5 показаны графики аддитивной смеси для 
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. Как видим, интенсивный шум практически полностью замаскировал полезный сигнал. 
[image: image87.jpg]0.1

0.05

CurHan

Il Il Il Il Il Il

20 40 60 80 100 120 140
LLlym

Il Il I Il Il Il

20 40 60 80 100 120 140
CurHan nnioc wym
T T

Il Il Il Il I I

20 40 60 80 100 120 140




Рис.5
Покажем, что корреляционный анализ случайного процесса помогает решить задачу выявления периодического сигнала на фоне шума.
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Как видим, форма корреляционных функций сигнала 
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 весьма быстро убывает. Это отличие и позволяет в результате корреляционной обработки аддитивной смеси сигнала с шумом успешно обнаруживать сигнал на фоне шума (рис.6). Заметим, что на рис.6 не показаны начальные значения  корреляционной функции 
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, сколько тем, что на графики были выведены дискретные значения этих функций с шагом 
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Рис.6

Спектральный анализ позволяет не менее эффективно обнаруживать гармонический сигнал, маскируемый шумом. На рис.7 для того же случая 
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 показаны оценка спектра смеси (периодограмма) и сам оцениваемый спектр (математическое ожидание периодограммы). Как видим, различие формы спектров сигнала и шума также принципиально важно для обнаружения сигнала на фоне шума.
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Рис.8
На рис.8 приведены реальные примеры применения корреляционного анализа в задачах диагностики.

На верхнем графике изображены оценки корреляционных функций шумов коробки передач трактора. Даже человеку, не знакомому с автовождением, интуитивно понятно, что коробка передач не должна «стучать», ибо наличие стука свидетельствует о плохой подогнанности сцепляющихся шестерен. «Стук» коробки передач проявляется в оценке функции корреляции как интенсивный неубывающий «хвост» функции корреляции. По частоте нуль-пересечений этого хвоста нетрудно оценить частоту «стука». Более того, опытный специалист может сказать, что периодический сигнал имеет вид более сложный, нежели единственная гармоника – амплитуда колебаний «хвоста» периодически то возрастает, то убывает.

Аналогична ситуация с шумами редуктора токарного станка и генератора шума. Хвост корреляционной функции исправных станка и генератор затухает быстро, а неисправных – медленно. Заметим, что здесь в первом приближении можно говорить о почти гармоническом характере сигнала.

Особняком стоит ситуация с сердечными шумами человека – здесь, напротив, периодичность необходима. Поэтому ее наличие свидетельствует об относительно правильном ритме сердечных сокращений.
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Рис.8
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