Лекция 19

Основные понятия теории случайных функций
1. Вводные замечания

2. Классификация случайных процессов (СП)

3. Плотность вероятностей СП

4. Функция распределения СП

5. Начальные и центральные моменты СП

6. Корреляционная функция СП

7. Стационарный случайный процесс (ССП) в широком и узком смысле

Литература: Вентцель Е.С. Теория вероятностей. – М., «Наука», 1969.

1. Вводные замечания

Инженеров чаще всего интересуют не просто функции, а так называемые процессы – функции времени, описывающие изменение того или иного параметра (напряжение, ток, емкость, индуктивность, сопротивление,…) во времени. Все процессы можно условно разделить на две большие группы – детерминированные и случайные процессы. 

Детерминированные процессы – такие процессы, значение которых можно предсказать для любого момента времени.

Понятно, что обычно удается предсказать поведение процессов лишь в ограниченном временном интервале. Такие процессы называются случайными. Все последующие лекции, таким образом, будут связаны с вероятностным анализом случайных процессов (СП).
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2. Классификация случайных процессов (СП)


Рис.1


Кратко прокомментируем рис.1. Случайные процессы подразделяют на классы ССП и НСП - стационарные СП и нестационарные СП. 

ССП делятся, в свою очередь, на эргодические (допускается усреднение по времени при измерении характеристик) и неэргодические (не допускается усреднение по времени).

НСП различают по тому, какая из характеристик (МО, дисперсия, функция корреляции и т.д.) изменяется во времени.

Пример стационарного случайного процесса – шум на выходе генератора шума.

Примеры нестационарного случайного процесса – речь, музыка, шум на улице.

3. Плотность вероятностей СП

Представим себе процессы на выходах N  одинаковых порождающих систем (рис.2).
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Рис.2

Все системы одинаковы на «макроуровне». Но на «микроуровне» они различны. Поэтому и процессы на выходах этих систем отличаются друг от друга. Вместе с тем, понятно, что их объединяет нечто общее. Поэтому говорят, что процессы 
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 являются ансамблем реализаций некоторого случайного процесса 
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Если зафиксировать момент времени 
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 с возможными значениями 
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. В этой связи понятие «случайный процесс» может рассматриваться как обобщение понятия «случайная величина»:
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Очевидно, можно построить гистограмму распределения значений такой СВ (рис.3).
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Рис.3

Организуя вычисления по формуле
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получаем в пределе одномерную плотность вероятностей СП 
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Двумерная плотность вероятностей:
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В общем случае - 
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-мерная плотность вероятностей:
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Свойства плотности вероятностей СП:

1) положительная определенность:


[image: image11.wmf]0

)

,

,

,

,

,

,

,

(

2

1

2

1

³

n

n

n

t

t

t

x

x

x

W

K

K

;

2) условие нормировки:


[image: image12.wmf]òòò

=

1

)

,

,

,

,

,

,

,

(

2

1

2

1

2

1

n

n

n

n

dx

dx

dx

t

t

t

x

x

x

W

K

K

K

;

3) симметрия (независимость от перестановки аргументов):
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4) условие согласованности: для 
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Условные плотности вероятностей:

Известно:
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По аналогии:
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Для независимых СВ:
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Аналогично в случае статистической независимости значений процесса 
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Свойства:

1) условная вероятность – функция нескольких аргументов:
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т.е. для фиксированных моментов времени 
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2) условие нормировки:
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4. Функция распределения СП

Одномерная функция распределения:
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Двумерная функция распределения:
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Тогда
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Аналогично – для 
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5. Начальные и центральные моменты СП

Одномерный начальный момент 
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-того порядка:
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Математическое ожидание СП 
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Центрированный СП:
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Одномерный центральный момент 
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-того порядка:
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Дисперсия СП 
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Для 2-х моментов времени 
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Последние выражения нетрудно обобщить на случай 
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-мерных начальных и центральных моментов порядка 
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6. Корреляционная функция СП

Определение:
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Соотношение (2) определяет автокорреляционную функцию.

Взаимная корреляционная функция:
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Для независимых СП 
[image: image54.wmf])

(

t

X

 и 
[image: image55.wmf])

(

t

Y

:


[image: image56.wmf])

,

(

)

,

(

)

,

,

,

(

2

2

1

1

2

1

2

1

t

x

W

t

x

W

t

t

x

x

W

=

, 

откуда


[image: image57.wmf]0

)

,

(

2

1

=

t

t

K

XY

.

7. Стационарный случайный процесс (ССП) в широком и узком смысле


Следствия:
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СП есть СВ, изменяющаяся во времени
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Корреляционная функция СП – это двумерный центральный момент второго порядка





Вывод: ССП, стационарные в узком смысле, стационарны и в широком смысле





Вывод: Из стационарности в широком смысле не следует стационарность в узком смысле (исключение – нормальные ССП)





Определение: ССП в узком смысле – это такой ССП, многомерная плотность вероятностей которого не зависит от сдвига моментов времени:


�





Определение: ССП в широком смысле – это такой ССП, моменты первого и второго порядков которого не зависят от сдвига моментов времени:


� EMBED Equation.3 ���,


� EMBED Equation.3 ���,


� EMBED Equation.3 ���.
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