Лекция 10. Системы случайных величин
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1. Понятие о системе СВ
Рассмотрим три примера:

1) координаты падения брошенного камня: 
[image: image80.bmp];

2) порода, длина, вес выловленной рыбы: 
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3) выборки функции времени: 
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Абстрагируясь от физической сущности явления, заключаем, что в приведенных выше примерах рассматривалась:

1) точка на плоскости, т.е. в 2-мерном пространстве;

2) точка в 3-хмерном пространстве;

3) точка в 
[image: image4.wmf]N

-мерном пространстве.

Нетрудно видеть, что рассмотренные примеры являются обобщением понятия «случайная величина», которым мы пользовались раньше. Действительно, значения  привычной нам СВ представляют собой числа (скаляры) – точки на числовой оси, т.е. в одномерном пространстве. Обобщая эту ситуацию, приходим к выводу, что значения совокупности (системы) 
[image: image5.wmf]N

 СВ можно представить точками или векторами в 
[image: image6.wmf]N

-мерном пространстве (рис.1).
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Рис.1

2. Функция распределения системы СВ
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Геометрически – рис.2.
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Рис.2

Частные случаи одномерных законов представлены на рис.3-4.
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Рис.3
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Рис.4

Свойства функции 
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 - неубывающая функция своих аргументов, т.е. 
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 - при значении хотя бы одного из аргументов 
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 функция распределения равна нулю;

3) 
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 - при одном из аргументов, равном 
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, функция распределения превращается в функцию распределения другого аргумента;

4) 
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 - если оба аргумента равны 
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+

, функция распределения равна единице.

Вероятность попадания точки в прямоугольник со сторонами, параллельными координатным осям (рис.5):
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Рис.5

3. Плотность распределения системы СВ

Плотность распределения – предел отношения вероятности попадания в участок к размерам участка, при устремлении к нулю размеров участка.

Для системы 2-х СВ участок представляет собой прямоугольник (рис.5). Обозначим:
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Тогда, с учетом (1),
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Обратная связь:
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Вероятность попадания в произвольную область 
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Частный случай: вероятность попадания в прямоугольник (рис.5):
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Свойства 
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1) знакоположительность: 
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4. Законы распределения отдельных СВ, входящих в систему. Условные законы

Согласно рассмотренным выше свойствам 
[image: image49.wmf])

,

(

y

x

F

:


[image: image50.wmf]ò

ò

¥

-

¥

¥

-

þ

ý

ü

î

í

ì

=

=

+¥

x

dx

dy

y

x

W

x

F

x

F

)

,

(

)

(

)

,

(

1

.                                  (6)

Поскольку
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из (6)-(7) получаем:

(8)

Аналогично:

(9)


Итак, мы научились по известному закону распределения системы находить законы распределения отдельных СВ. Возникает вопрос – можно ли решить обратную задачу, т.е. по распределениям отдельных СВ, входящих в систему, восстановить закон распределения системы?

Правильный ответ таков: в общем случае – нельзя, т.к. не хватает информации о зависимости СВ между собой.

Зависимость между СВ, входящими в систему, можно охарактеризовать с помощью условных законов распределения.


Условная функция распределения: 
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Условная плотность распределения: 
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Пример: длина 
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 и вес 
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 рыбы. Фиксируя вес рыбы 
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, получаем соответствующие функции распределения длины: 
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Внимание: фиксация переменной 
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 носит «текущий» характер, поэтому функции 
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 - это функции 2-х переменных 
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 и 
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.
Покажем теперь, как, используя условную плотность вероятностей, можно восстановить плотность вероятностей системы СВ.

Элементарная вероятность попадания в участок 
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 малых размеров:
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Отсюда

(10)

Поскольку СВ 
[image: image66.wmf]X

 и 
[image: image67.wmf]Y

 «равноправны», можем также записать:

(11)
Таким образом, соотношения (10)-(11) являются решением сформулированной выше обратной задачи – восстановления совместного распределениям по известным распределениям СВ, входящих в систему.

Как видим, для такого решения в общем случае нужно знать условные распределения вероятностей. Как их найти? Соотношения (10)-(11) позволяют ответить и на этот вопрос:
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Определение: Система СВ – это совокупность скалярных СВ, значения которой удобно представлять точками или векторами в � EMBED Equation.3  ���-мерном пространстве





Определение: � EMBED Equation.3  ���





Определение: плотность распределения системы 2-х СВ равна второй смешанной частной производной функции распределения системы по обоим аргументам





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





Вывод: чтобы получить плотность распределения одной из величин, входящих в систему, нужно плотность распределения системы проинтегрировать в бесконечных пределах по аргументу, соответствующему другой СВ





Определение: условным законом распределения величины � EMBED Equation.3  ���, входящей в систему � EMBED Equation.3  ���, называется ее закон распределения, вычисленный при условии, что другая СВ � EMBED Equation.3  ��� приняла определенное значение � EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���
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