Лекция 8. Нормальный закон распределения (Гаусса)

План:

1. Вводные замечания

2. Числовые характеристики нормального закона

3. Центральные моменты нормального распределения

4. Вероятность попадания нормальной СВ на заданный участок
5. Правило «трех сигма»
6. Несколько задач
Литература:
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1. Вводные замечания
Можно назвать несколько основных причин всеобщего внимания к нормальному закону распределения, плотность вероятностей 
[image: image80.bmp] которого имеет вид (рис.1):


[image: image2.wmf]2

2

2

)

(

2

1

)

(

s

p

s

m

x

e

x

W

-

-

=

                                                   (1)

[image: image1.wmf])

(

x

W

                                                         
[image: image3.wmf])

(

x

W

 

                                             0                                          
[image: image4.wmf]x


Рис.1

Во-первых, сумма большого количества независимых или слабо зависимых СВ распределена по закону, приближающемуся к нормальному тем лучше, чем больше слагаемых. Это утверждение составляет сущность так называемой центральной предельной теоремы, которая будет рассмотрена нами впоследствии. Физические примеры: броуновское движение; шум на выходе электронного усилителя, имеющегося в любом проигрывателе, радиоприемнике, телевизоре; шум в системах радиолокации, гидролокации, в системах УЗИ.

Во-вторых, нормальный закон – это предельный закон, к которому стремятся некоторые другие законы при выполнении некоторых условий. Например, несмотря на дискретный характер таких законов как биномиальный и Пуассоновский, при решении ряда задач эти законы можно заменить (аппроксимировать) нормальным законом. Такая замена для биномиального закона возможна при выполнении условия 
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, а для Пуассоновского закона - при условии 
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. В конце данной лекции мы решим несколько задач, демонстрирующих такую возможность.

2. Числовые характеристики нормального закона

Найдем МО нормально распределенной СВ 
[image: image7.wmf]X
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Замена переменных:
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Из (2) с учетом (3) получаем:
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т.е. параметр 
[image: image11.wmf]m

 закона (1) - это МО нормально распределенной СВ 
[image: image12.wmf]X

.

Заметим, что в последней строке соотношения (4) первый интеграл обращается в 0, а второй представляет собой интеграл Эйлера-Пуасоона: 
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При нахождении дисперсии нормально распределенной СВ 
[image: image14.wmf]X

 также воспользуемся заменой (3), в результате чего получим:
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Интегрирование в (5) осуществляем по частям:
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Таким образом, параметр 
[image: image18.wmf]s

 закона (1) - это стандартное отклонение нормально распределенной СВ 
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. На рис.2 показаны два нормальных распределения c одинаковым МО 
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, отличающихся значениями стандартных отклонений: 
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Рис.2

3. Центральные моменты нормального распределения

Для нормального распределения справедливо рекуррентное соотношение:
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Следствия соотношения (7):

1) все нечетные центральные моменты равны нулю: 
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5

3

1

=

=

=

=

K

m

m

m

;

2) легко найти все четные центральные моменты: 
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3) 
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 поскольку 
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Для доказательства соотношения (7) также используем замену переменных (3):
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Интегрирование в (8) осуществляем по частям:
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Поскольку (см.(8))
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из (9) с учетом (10) получаем окончательно:
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что и требовалось доказать.

4. Вероятность попадания нормальной СВ на заданный участок

Известно (см. Лекцию 5):


[image: image38.wmf])

(

)

(

)

(

a

b

b

a

F

F

X

P

-

=

<

£

.                                          (11)

Для нормального закона:
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Осуществляя замену переменных
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перепишем (12) в виде:
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Интеграл (именуемый также эрфункцией) вида 
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табулирован, поэтому соотношения (12) и (11) приобретают удобный для вычислений (с помощью таблиц значений интеграла (13)) вид:
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[image: image77.wmf]X


(15)

При решении задач могут встретиться проблемы, обусловленные тем, что в справочниках вместо таблиц функции (13) приведены таблицы несколько отличающихся функций:
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Очевидно, 
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, поэтому и для функции (16) справедливо соотношение, аналогичное (15).

Кроме того, при решении задач полезно помнить:

1) 
[image: image47.wmf]0

)

(

*

=

-¥

F

;

2) 
[image: image48.wmf]1

)

(

*

=

¥

F

;

3) 
[image: image49.wmf])

(

*

1

)

(

*

x

x

F

-

=

-

F


Задание на дом: подумайте, как быть с функцией (17).

5. Правило «трех сигма»
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Рис.3

Отложим вправо от 
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 отрезок протяженностью 
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 и вычислим вероятность попадания СВ 
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 в этот отрезок:
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Продолжим такие вычисления, откладывая вправо еще несколько отрезков протяженностью 
[image: image58.wmf]s
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Суммируем полученные вероятности:
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Следовательно,
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Это и есть правило «трех сигма».

6. Несколько задач
Задача 1. При изготовлении 5000 единиц продукции доля брака составляет 
[image: image63.wmf]03
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. Найти вероятность того, что отбракованными окажутся максимум 175 единиц продукции.

Решение. Прямое решение данной задачи:
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Очевидно, весьма проблематично произвести такие расчеты «вручную».

Между тем, можно эту задачу решить приближенно, если учесть, что МО, дисперсия и стандартное отклонение рассматриваемой СВ:
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Таким образом, используя нормальный закон вместо биномиального, получаем:
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Задача 2. На автозаправке в среднем заправляется 25 автомобилей в час. Предполагая, что количество заправляющихся автомобилей распределено по закону Пуассона, вычислить вероятность того, что за 1 час заправится более 10 автомобилей.

Решение. Прямое решение данной задачи:
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также  достаточно громоздко.

Учитывая, однако, что 
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, решим эту задачу приближенно, используя нормальный закон вместо Пуассоновского:
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� EMBED Equation.3  ���
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С вероятностью, близкой единице, значения нормальной СВ � EMBED Equation.3  ��� укладываются на отрезке � EMBED Equation.3  ���
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