Лекция 7. Числовые характеристики случайных величин (окончание). Закон равномерной плотности и закон Пуассона

План:

1. Коэффициент асимметрии

2. Коэффициент эксцесса

3. Закон равномерной плотности

4. Закон Пуассона
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1. Коэффициент асимметрии
Это числовой параметр 
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, характеризующий степень асимметрии плотности вероятностей:
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Очевидно, для плотностей вероятностей 
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, симметричных относительно 
[image: image5.wmf]X

m

x

=

, справедливо: 
[image: image6.wmf]0

3

=

m

.

Вообще, для симметричных 
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 «взят на вооружение» благодаря очевидной простоте.

Наличие знаменателя в соотношении (1) обеспечивает нормировку, благодаря которой параметр 
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 не имеет размерности, т.е. является числом.

2. Коэффициент эксцесса

Это числовой параметр 
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, характеризующий форму плотности вероятностей 
[image: image13.wmf])

(

x

W

 в окрестности ее вершины:
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Знаменатель в соотношении (2) также обеспечивает нормировку, благодаря которой параметр 
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 является числом.

Вычитание тройки в соотношении (2) объясняется тем, что 
[image: image16.wmf]3

4

4

=

s

m

 в случае так называемого «нормального» («гауссовского») закона распределения. Поэтому для нормального закона получаем 
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, т.е., как видим, форма вершины нормального закона распределения 
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 служит неким «ориентиром» или «началом отсчета». Например, если 
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, делаем вывод об «острой» вершине функции 
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, делаем вывод о более «плоской» вершине функции 
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 (рис.1).
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Рис.1

3. Закон равномерной плотности

Форма плотности вероятностей 
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 в этом случае имеет вид прямоугольника (рис.2):


[image: image33.wmf]ï

î

ï

í

ì

£

£

-

=

x

др

x

x

W

.

,

0

;

,

1

)

(

b

a

a

b

                                            (3)

[image: image119.wmf]a

D

X

X

=

=

                                               
[image: image34.wmf])

(

x

W


                                        
[image: image35.wmf])

(

1

a

b

-


                                                                
[image: image36.wmf]a

                   
[image: image37.wmf]b

              
[image: image38.wmf]x


Рис.3

Для того, чтобы площадь функции 
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 равнялась единице, высота этого прямоугольника должна быть равна 
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Поскольку функция распределения 
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, ясно, что функция 
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 должна иметь вид (рис.4):
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Рис.4

Вероятность попадания в интервал 
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Аналитические выражения для числовых характеристик СВ 
[image: image52.wmf]X

, распределенной по равномерному закону.

МО:
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Мода: отсутствует.

Дисперсия:
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Стандартное отклонение:
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Коэффициент асимметрии: 
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Коэффициент эксцесса: Поскольку 
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4. Закон Пуассона

Задача 1. На автоматическую телефонную станцию поступают вызовы со средней плотностью 
[image: image59.wmf]K

 вызовов в час. Найти вероятность того, что за 2 минуты на станцию поступит ровно 3 вызова.

Задача 2. Средняя плотность болезнетворных бактерий 100 б/м3. На пробу берется 2 дм3 воздуха. Найти вероятность того, что в пробе будет обнаружена хотя бы одна бактерия.
Эти задачи легко решаются с применением так называемого закона Пуассона.

Сформулируем обобщенную задачу, приводящую к закону Пуассона (рис.5):
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Рис.5

1) на ось 
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 попадают точки с одинаковой средней плотностью 
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 (т.е. 
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 - это среднее количество точек, попадающих на единицу длины);

2) точки распределяются на оси независимо друг от друга – вероятность попадания некоторого количества точек на один участок не зависит от того, сколько точек попало на другой участок, не перекрывающийся с первым участком;

3) вероятность попадания двух или более точек на малый участок 
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 пренебрежимо мала по сравнению с вероятностью попадания одной точки.

Требуется найти вероятность 
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, именуемую законом Пуассона, попадания ровно 
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 точек на отрезок 
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Решим эту обобщенную задачу.

Этап 1. Разделим отрезок 
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 на 
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 неперекрывающихся участков длиной 
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. Поскольку попадания точек в неперекрывающиеся участки – события независимые (согласно условию 2 обобщенной задачи), тогда 
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 неперекрывающихся участков можно трактовать как 
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 независимых «опытов», в каждом из которых участок протяженностью 
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 может быть занят точкой с вероятностью 
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Нетрудно видеть, что наша обобщенная задача сводится к частной теореме о повторении опытов, где нужно найти вероятность 
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Таким образом, план решения обобщенной задачи состоит в том, чтобы найти
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где 
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Этап 2. Реализуем намеченный план. Для этого сначала найдем вероятность 
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 попадания точки на участок протяженностью 
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Рассмотрим, как мы можем описать поведение падающих точек на двух участках: протяженностью 
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 и единичной протяженности (рис.6). 

                                                                                         
[image: image84.wmf]x

D




                                                                                          

                                                                           1

Рис.6

Событию «на участок 
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 попадает 1 точка или 0 точек» соответствует некоторая СВ 
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 с распределением вероятностей, показанным на рис.7: 
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Рис.7

Очевидно, среднее значение данного события есть МО СВ 
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Теперь рассмотрим ситуацию: «на участок единичной длины в среднем попадает 
[image: image92.wmf]l

 точек». Очевидно, эта ситуация описывается соотношением 
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 - некоторая вспомогательная СВ.

Исходя из чисто геометрических соображений (рис.6), можем записать:
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Подставляя (11) в (10), получаем:
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где 
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 - среднее количество точек на отрезке 
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Преобразуем 
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, входящее в соотношение (12), полагая 
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При 
[image: image104.wmf]¥

®

n

справедливо:
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Таким образом, окончательно получаем закон Пуассона:
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Можно показать, что для СВ 
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, подчиняющейся закону Пуассона, справедливы соотношения:
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Докажем соотношения (14).


[image: image108.wmf]a

k

a

ae

m

a

ae

e

m

a

m

e

m

a

m

mP

X

k

k

a

m

m

a

m

a

m

m

a

m

m

m

=

=

=

-

=

=

=

=

å

å

å

å

å

¥

=

-

¥

=

-

-

¥

=

-

¥

=

-

¥

=

0

1

1

1

0

0

!

)!

1

(

!

!


Здесь использовано соотношение:
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Аналогично, с использованием соотношения (15), находится выражение для дисперсии:
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Из (16)-(17) следует:
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что и требовалось доказать.

А теперь решим задачи, условия которых приведены в начале раздела.

Решение Задачи 1:
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Решение Задачи 2:
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