Лекция 6. Числовые характеристики случайных величин

План:

1. Вводные замечания

2. Роль и значение числовых характеристик

3. Характеристики положения (математическое ожидание, мода, медиана)

4. Моменты. Дисперсия. Стандартное отклонение.
Литература:

1. Вентцель Е.С. Теория вероятностей. – М.: Наука, 1969. – 575 с.

1. Вводные замечания

Параметризация – весьма распространенный способ сжатого описания функциональных зависимостей. Примеры параметрического представления функций:

1) полиномы 
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, где коэффициенты 
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 можно рассматривать как некие параметры;

2) комплексная форма ряда Фурье: 
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, где комплексные коэффициенты 
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 также можно рассматривать как некие параметры.

Параметризацию широко применяют в задачах аппроксимации аналитическими зависимостями результатов экспериментов, при классификации (распознавании образов), при сжатии музыки, речи, изображений.

Как будет показано далее, в теории вероятностей параметризация является весьма удобным приемом сжатия описания законов распределения случайных величин (СВ).

2. Роль и значение числовых характеристик
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Итак, в роли «аппроксимируемой функции» теперь выступает закон распределения. Для дискретных СВ обычно это – ряд распределения 
[image: image5.wmf])

(

i

x

P

. Для непрерывных – плотность вероятностей 
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Практическая ценность числовых характеристик (ЧХ): облегчается решение многих задач, поскольку вместо законов распределения достаточно оперировать только числовыми характеристиками.

Теоретическое обоснование ЧХ: существуют законы распределения, которые абсолютно точно описываются одной-двумя характеристиками. Например, биномиальный закон, описывается всего двумя числами: 
[image: image7.wmf]n

 и 
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. В дальнейшем мы познакомимся еще с несколькими подобными примерами.

3. Характеристики положения
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3.1. Математическое ожидание

Задача: В ведре рыбака 6 пойманных рыб: две длиной 15 см, три длиной 20 см и одна длиной 90 см. Какова средняя длина пойманных рыб?

Решение: 
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Обобщим данную задачу: обозначим 
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 - длину рыб 
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-го вида; 
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 - вероятность вылова рыб 
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-го вида (разумеется, здесь было бы корректнее говорить о частоте, а не о вероятности, однако на правильность наших выводов эта неточность не влияет). Тогда среднюю длину пойманных рыб можно найти, используя такой параметр закона 
[image: image14.wmf])

(

i

x

P

 как математическое ожидание (МО) СВ 
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Физическим аналогом МО является центр тяжести. Действительно, представим себе, что 
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 - распределение весов грузов (рис.1). Чтобы найти координату центра тяжести, нужно проделать те же математические операции, что и в соотношении (1). При этом в роли значений СВ 
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 будут координаты 
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 грузов, а в роли закона 
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 - распределение относительных (!) весов грузов.
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Рис.1

Обобщим теперь формулу на случай непрерывных СВ. Элементарная вероятность СВ 
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 в т.
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 теперь равна 
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, где 
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 - плотность вероятностей СВ 
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, а вместо формулы (1) получаем соотношение:
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3.2. Мода СВ

Мода 
[image: image33.wmf]M

  дискретной СВ – наиболее вероятное значение СВ.

Мода 
[image: image34.wmf]M

 непрерывной СВ – значение СВ, при котором плотность вероятностей 
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 максимальна.

По данному параметру различают распределения унимодальные, полимодальные, антимодальные (посредине - минимум).

Вообще говоря, 
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3.3. Медиана

Медиана 
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 - это такое значение СВ 
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, для которого справедливо соотношение:
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4. Моменты

4.1. Начальные моменты

Начальный момент 
[image: image40.wmf]s

-того порядка дискретной СВ 
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Для непрерывной СВ 
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Очевидно,
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так что
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4.2. Центральные моменты

Введем понятие центрированной случайной величины 
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МО СВ 
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 равно нулю:
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Центральный момент 
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-того порядка дискретной СВ 
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Для непрерывной СВ 
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Следствие: 
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. Доказательством данного результата является соотношение (7).

Всякий центральный момент может быть выражен через начальные моменты:
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И так далее.

4.3. Дисперсия


Дисперсия дискретной СВ 
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Для непрерывной СВ 
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Дисперсия – это характеристика рассеяния значений СВ 
[image: image64.wmf]X

 относительно 
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m

. Поэтому дисперсия детерминированной (неслучайной) величины равна нулю.
Размерность дисперсии – квадрат размерности СВ 
[image: image66.wmf]X

.

Полезное соотношение (см. формулу (11)):

(15)

Соотношение (15) легко запомнить: «дисперсия равна МО квадрата минус квадрат МО».
4.4. Стандартное отклонение

Называется также «среднеквадратическим отклонением»:

                                                              (16)

Как и дисперсия 
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, стандартное отклонение 
[image: image68.wmf]X

s

 характеризует рассеяние значений СВ 
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 относительно 
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. Удобство стандартного отклонения 
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 в том, что оно имеет ту же размерность, что и СВ 
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.

Определение: Числовые характеристики СВ – такие характеристики, которые позволяют выразить в сжатой форме наиболее существенные особенности закона распределения





Определение: Характеристики положения характеризуют некоторое среднее значение, в окрестности которого группируются значения случайной величины





� EMBED Equation.3 ���





Определение: МО СВ – это сумма произведений всех возможных значений СВ на вероятности этих значений





� EMBED Equation.3 ���





Определение: центральные моменты СВ � EMBED Equation.3 ��� – это моменты центрированной СВ � EMBED Equation.3 ���





Определение: Дисперсией называют центральный момент второго порядка: � EMBED Equation.3 ���





� EMBED Equation.3 ���
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