Лекция 5. Случайные величины и их законы распределения

План:

1. Дискретные и непрерывные случайные величины

2. Ряд распределения, многоугольник распределения

3. Функция распределения
4. Вероятность попадания на заданный участок
5. Плотность вероятностей
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1. Вводные замечания
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2. Дискретные и непрерывные случайные величины
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Пример дискретной СВ: в результате 3-х опытов из урны с шарами могут быть вынуты: ни одного белого шара (БШ), 1 БШ, 2 БШ, 3 БШ. Тогда можно говорить о некоей дискретной СВ 
[image: image102.bmp], принимающей возможные значения 0, 1, 2, 3.
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Пример непрерывной СВ: дальность 
[image: image2.wmf]X

 брошенного тела.

Следует различать СВ и ее значение. В дальнейшем СВ будем обозначать большой буквой 
[image: image3.wmf]X

, а ее значение – малой буквой 
[image: image4.wmf]x

.

3. Ряд распределения, многоугольник распределения

[image: image99.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

)

(

lim

0

x

F

dx

x

dF

x

x

F

x

x

F

x

W

x

¢

=

=

D

-

D

+

=

®

D


Рассмотрим вероятности 
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. В Лекции 4 был построен график распределения вероятностей 
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 (рис.1).
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Рис.1

Если соединить между собой вершины отрезков, соответствующих вероятностям 
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, получим закон распределения в форме многоугольника распределения.

Еще одна форма описания закона распределения – табличная (табл.1), именуемая также рядом распределения.

Табл.1
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Наконец, еще одна форма описания закона распределения – аналитическая. Так, для частной теоремы о повторении опытов аналитическая форма описания закона распределения имеет вид: 
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Итак, существует несколько форм представления закона распределения дискретной СВ. Выше были представлены три таких формы: графическая, табличная и аналитическая.

4. Функция распределения
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Для непрерывной СВ нельзя говорить о вероятности какого-либо ее возможного значения, поскольку такая вероятность равна нулю. Например, нулю равна вероятность попасть выстрелом в точку с координатой 
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. Чтобы обойти эту трудность, вводят понятие функции распределения – вероятности того, что СВ 
[image: image27.wmf]X

 принимает значение, меньше 
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Общие свойства функции распределения:

1) функция 
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 является неубывающей, т.е. при 
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2) на минус бесконечности функция распределения равна нулю, т.е. 
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3) на плюс бесконечности функция распределения равна единице, т.е. 
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Качественный вид функции 
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 показан на рис.2.
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Рис.2

Для дискретной СВ 
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 имеет ступенчатый вид, как показано на рис.3.
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Рис.3

Причем высота каждой ступеньки на рис.3 равна соответствующей вероятности на рис.1.

Нетрудно представить себе такие СВ, которые одновременно обладают чертами непрерывных и дискретных СВ. Примером является СВ в виде напряжения на выходе нелинейной системы - двустороннего ограничителя, имеющегося на входе любой звуковой карты персонального компьютера (рис.4).
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Рис.4

4. Вероятность попадания на заданный участок

Очевидную практическую ценность имеет вопрос о вероятности попадания значений СВ 
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 внутрь интервала 
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Рис.5

Обозначим:
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 - событие, состоящее в том, что 
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 - событие, состоящее в том, что 
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 - событие, состоящее в том, что 
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откуда следует:
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5. Плотность вероятностей
Пусть имеется интервал 
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. Интуитивно понятно, что если 
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 достаточно мало, будет наблюдаться следующая закономерность: уменьшая интервал 
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 вдвое, мы получим вдвое меньшую вероятность попадания СВ 
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 в этот интервал. В пределе, при 
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, эта вероятность равна нулю (вероятность попадания в точку равна нулю). Однако если мы соотнесем эту вероятность с размером интервала 
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, тогда получим не вероятность, а плотность вероятностей:
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Функция 
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 постоянна в данной точке 
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, поэтому является законом распределения СВ 
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. Учитывая вид функции 
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 (рис.2), можно качественно изобразить  функцию 
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 (рис.6).
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Рис.6

Огромное удобство функции 
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 состоит в том, что она позволяет не только корректно говорить о вероятности 
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 попадания в некоторую 
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-окрестность точки 
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 (на рис.6 это заштрихованная площадь под кривой 
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), но и позволяет по-иному вычислить вероятность попадания СВ 
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Полагая 
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Связь между соотношениями (3) и (5) очевидна: функция 
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 является первообразной функции 
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Учитывая соотношения (3) и (5), удобно также называть функцию 
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 интегральным законом распределения СВ 
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, а функцию 
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 - дифференциальным законом.

Примечание. Учитывая соотношение (3), можно распространить понятие плотности вероятностей 
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 и на случай дискретных СВ. Так, если 
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 в окрестности этой точки имеет вид:
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где 
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 - дельта-функция Дирака, имеющая бесконечно малую ширину, бесконечно большую высоту, и площадь которой равна единице:
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В силу этих свойств вероятность попадания дискретной СВ в точку 
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Определение. Случайная величина (СВ) – величина, которая в результате опыта принимает то или иное значение, неизвестно заранее – какое именно.





Определение. Закон распределения – всякое соотношение, устанавливающее связь между возможными значением СВ и соответствующими им  вероятностями.
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Определение: Дискретная СВ – СВ, значения которой образуют счетное множество





Определение: Непрерывная СВ – СВ, значения которой образуют 


линейное точечное множество
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