Лекция 4. Общая и частная теоремы о повторении опытов

План:

1. Частная теорема о повторении опытов
2. Общая теорема о повторении опытов
Литература:

1. Вентцель Е.С. Теория вероятностей. – М.: Наука, 1969. – 575 с.

1. Вводные замечания
Определение. Несколько опытов называются независимыми, если вероятность того или
,
иного исхода каждого из опытов не зависит от того, какие исходы имели другие опыты.
Пример 1. Несколько последовательных бросаний монеты. 

Пример 2. Несколько последовательных бросаний игральной кости.
Пример 3. Несколько последовательных выниманий карты из колоды при условии, что вынутая карта каждый раз возвращается на место.
Пример 4. Несколько последовательных выниманий шара из урны при условии, что вынутый шар каждый раз возвращается на место.
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Пример 5. Несколько выстрелов по цели при условии, что прицеливание производится заново перед каждым выстрелом.
Пример 4а, одинаковые условия: одна и та же урна с неизменным набором белых и черных шаров. Из урны вынимается (а затем возвращается) белый шар. Требуется найти вероятность того, что белый шар появится ровно в двух опытах из трех.
Пример 4б, различные условия: 3 различные урны со своими наборами белых и черных шаров. Из урны вынимается (а затем возвращается) белый шар. Ставится 3 опыта: сначала шар берут из первой урны, затем – из второй, затем – из третьей. Требуется найти вероятность того, что белый шар появится ровно в двух опытах из трех.

2. Частная теорема о повторении опытов
Решим Пример 4а в символьном виде.

Обозначим А1 – событие, состоящее в том, что белый шар появился в первом опыте, А2 – во втором, и А3 – в третьем. Тогда событие
[image: image1.wmf]B

, состоящее в том, что белый шар появится ровно в двух опытах из трех, можно представить так:
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Обозначим 
[image: image3.wmf]p

 - вероятность появления белого шара в одном опыте. Поскольку вынутый шар каждый раз возвращается,
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Обозначим 
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 - вероятность появления черного шара:
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Из (1) с учетом (2) и (3) получаем:
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Обобщим полученный пример. Предположим, нас интересует появление белого шара в 
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 опытах из 
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. Тогда событие 
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 будет состоять из 
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 слагаемых, и вместо соотношения (4) мы получим общее соотношение:
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(5)
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Формулировка частной теоремы:

Задача 1. В урне находится 10 шаров, из них только 1 белый. Найти вероятность того, что белый шар появится ровно 2 раза в 3-х опытах.

Решение. 
[image: image12.wmf]p
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Задача 2. Условия те же, что и для Задачи 1. Найти вероятности 
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Решение. 
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Построим график распределения вероятностей 
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 (рис.1).
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Рис.1

Очевидно, должно выполняться равенство:
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поскольку рассматриваемые события независимы и образуют полную группу.

Проверяем правильность решения Задачи 2: 
[image: image35.wmf]1
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. Задача решена верно.
3. Общая теорема о повторении опытов
Вспомним формулу бинома Ньютона:
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Поскольку вероятности 
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 по форме представляют собой члены разложения бинома     
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, распределение вероятностей вида (5) называется биномиальным распределением.
Подставляя в (7) 
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что совпадает с (6).

Несколько изменим соотношение (7):
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и вновь произведем замену 
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Соотношение (8) можно трактовать следующим образом: если сформировать так называемую производящую функцию 
[image: image47.wmf])
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и представить ее в виде полинома, тогда вероятность 
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 представляет собой коэффициент при 
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А теперь обратим внимание на структуру производящей функции 
[image: image51.wmf]n

pz

q

z

)

(

)

(

+

=

j

 - для опытов, проводившихся в одинаковых условиях, мы имеем 
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 одинаковых сомножителей. Можно показать, что если опыты проводятся в неодинаковых условиях, тогда вероятности 
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 зависят от номера опыта 
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, и производящая функция должна иметь вид:


[image: image56.wmf]Õ

=

+

=

n

i

i

i

z

p

q

z

1

)

(

)

(

j


Обобщая соотношение (8) для опытов в неодинаковых условиях, получим:
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Формула (9) представляет собой общую теорему о повторении опытов, согласно которой для нахождения вероятности 
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m

P

,
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1) сформировать производящую функцию 
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2) представить ее в виде полинома;
3) в качестве 
[image: image59.wmf]n
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 взять коэффициент при 
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Следствие 1: Частная теорема о повторении опытом является частным случаем общей теоремы при 
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Следствие 2: Сумма всех вероятностей 
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 равна единице:
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Задача 3. Имеется три урны с черными и белыми шарами. Вероятность взять белый шар из первой урны равна 
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, из третьей - 
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. Шары берутся три раза, из каждой урны поочередно. Найти вероятность того, что белый шар появится ровно 2 раза в 3-х опытах.

Решение: Сформируем производящую функцию и представим ее в виде полинома:
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Проверка правильности вычислений:
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Учитывая соотношение (9), получаем: 
[image: image70.wmf]092
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Частная теорема - опыты проводятся в одинаковых условиях


Общая теорема - опыты проводятся в различных условиях





� EMBED Equation.3 ���





Если производится � EMBED Equation.3  ��� независимых опытов, в каждом из которых событие � EMBED Equation.3  ��� появляется с вероятностью � EMBED Equation.3  ���, то вероятность того, что событие � EMBED Equation.3  ��� появится ровно � EMBED Equation.3  ��� раз, 


выражается формулой � EMBED Equation.3 ���, где � EMBED Equation.3  ���.





� EMBED Equation.3  ���
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