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1. Некоторые исторические сведения

Теорема сложения вероятностей – предложена Т.Байесом.

Теорема умножения вероятностей – предложена А.Муавром.

Теорема гипотез (формула Байеса) в ее окончательной форме – предложена П.-С.Лапласом. (Байес предложил первый вариант теоремы, без учета формулы полной вероятности, которая ему была неизвестна).
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То́мас Ба́йес (Бейес, англ. Reverend Thomas Bayes) (1702 — 7 апреля 1761) — английский математик и пресвитерианский священник, член Лондонского королевского общества (1742).

Родился в 1702 году в Лондоне. Обучался дома, в 1719 году поступил в Эдинбургский университет. Затем Байес помогал отцу проводить службу, а вскоре, в 1730-х годах, сам стал священником в пресвитерианской церкви. В 1752 году он вышел в отставку; умер в 1761 году.

Математические интересы Байеса относились к теории вероятностей. Он сформулировал и решил одну из основных задач этого раздела математики (теорема Байеса). Работа, посвящённая этой задаче, была опубликована в 1763 году, уже после его смерти. Формула Байеса, дающая возможность оценить вероятность событий эмпирическим путем, играет важную роль в современной математической статистике и теории вероятностей. Другая крупная его работа — «Очерки к решению проблемы доктрины шансов».
Формула Байеса широко применяется в современных приложениях – в системах искусственного интеллекта (принятие решений, распознавание речи и т.п.), в задачах обнаружения сигналов на фоне помех, в Интернете – при фильтрации спама (см., например, RITLabs. Фильтрация спама по Байесу).
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Муавр Абрахам (Moivre Abraham) (26.5.1667-27.2.1754)-английский математик. Член Лондонского королевского общества (1697г.). Родился в Витри-ле-Франсуа (Франция). Учился у французского математика Ж. Озанама. Прожил много лет в Лондоне. Был в дружеских отношениях с И. Ньютоном и Э. Галлеем. Труды по теории рядов, теории вероятностей, теории комплексных чисел. В теории вероятностей доказал важную теорему, названную его именем, и включаемую теперь во все учебники по этой теории. В теории комплексных чисел вывел правила возведения в степень и извлечения корня n-й степени из комплексных чисел, которые широко применяются в тригонометрии и алгебре при решении двучленных уравнений (формулы Муавра), Иностранный член Парижской и Берлинской Академии Наук.
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Пьер-Симо́н Лапла́с (фр. Pierre-Simon Laplace; 23 марта 1749 — 5 марта 1827) — французский математик и астроном; известен работами в области дифференциальных уравнений, один из создателей теории вероятностей.
Родился в крестьянской семье в Бомоне, в департаменте Кальвадос. Уже в ранней юности Лаплас отличался замечательной памятью и способностями, так что без труда получил место учителя в своем родном городке. Посланный им в Турин и напечатанный там мемуар "Sur le calcul intégral aux différences infiniment petites et aux différences finies" 1766 г. обратил на себя внимание учёных и Лаплас был приглашен в Париж, где сделан сперва экзаменатором артиллерийского училища, а затем, в 1773 году, был избран членом академии наук. Вообще Лаплас посвятил себя тихой научной деятельности и только на короткое время удавалось навязывать ему почетные места; так в 1799 году Наполеон назначил его министром внутренних дел, затем он был канцлером охранительного сената и даже графом Империи. После реставрации Людовик XVIII сделал Лапласа маркизом и пэром Франции. Заслуги Лапласа в области чистой и прикладной математики и особенно в астрономии громадны: он усовершенствовал почти все отделы этих наук.

2. Формула полной вероятности

Гипотезы – полная группа несовместных событий.

Будем обозначать гипотезы:
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Рассмотрим некоторое событие 
[image: image2.wmf]A

, которое может происходить вместе с 
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H

 (рис.1).

Формула полной вероятности имеет вид:
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Для доказательства справедливости формулы (1) рассмотрим следующую задачу об урнах.
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Рис.1

Пусть имеется 
[image: image13.wmf]n

 урн, полученных делением большой круглой области с помощью перегородок (на рис.1 изображены 6 таких урн). В этих урнах имеются белые и черные шары. Некто берет «вслепую», т.е. не глядя на урны, один шар.

Обозначим 
[image: image14.wmf]A

 - событие, состоящее в том, что вынимается белый шар (на рис.1 этому событию соответствует закрашенная область).

Обозначим 
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 - событие, состоящее в том, что шар вынимается из 
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-той урны.

Предположим, что известны вероятности 
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 - вероятности попадания рукой в 
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-тую урну, а также условные вероятности 
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 - доля белых шаров в каждой из урн.

Формула (1), таким образом, позволяет вычислить вероятность 
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 - вероятность вынуть белый шар.

Доказательство:
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 (см.рис.1);

2) Поскольку 
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 несовместны, тогда и 
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3) 
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 (теорема сложения вероятностей);

4) 
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 (теорема умножения вероятностей) (ч.т.д.)

Вопрос 1. Что собой представляют фигурирующие в формуле (1) вероятности, если 
[image: image26.wmf]i
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 - способ, которым студент добирается до института, и 
[image: image27.wmf]A

 - событие, состоящее в том, что студент в пути заражается вирусом гриппа?

3. Теорема гипотез (формула Байеса)
Теорема гипотез имеет вид формулы, именуемой формулой Байеса:


                                                                          (2)

Доказательство:
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Отсюда следует:
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Подставляя соотношение (1) в формулу (3), получаем формулу Байеса (2) (ч.т.д.).

Вопрос 2: Что собой представляет 
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 в терминах задачи о шарах и урнах (рис.1)?

Вопрос 3: Какую задачу можно решить с помощью формулы Байеса, если 
[image: image31.wmf]i
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 - различные заболевания (например, 
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 - заболевание сердечно-сосудистой системы; 
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 - заболевание нервной системы и т.д.), и 
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 - некоторый признак заболевания (например, 
[image: image35.wmf]A

 - пациент жалуется на головную боль)?

Некоторые фигурирующие в формуле Байеса вероятности имеют «собственные имена»: 
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 - априорная вероятность; 
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 - апостериорная вероятность. Как следует из этих наименований, 
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 содержит информацию до постановки некоторого опыта, а 
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 - после постановки опыта. Условная вероятность 
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, следовательно, содержит информацию, полученную в процессе постановки опыта.

Рассмотрим, например, задачу медицинской диагностики (см. Вопрос 3). Здесь 
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 - встречаемость различных заболеваний, которая известна врачу до прихода конкретного пациента (до опыта). 
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 - значение этой вероятности становится известно, если пациент жалуется на головную боль (вообще говоря, вероятность 
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 должна быть определена задолго до визита пациента к врачу, в процессе всей медицинской практики, т.к. означает: «как часто встречается головная боль при заболевании 
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»). Наконец, 
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 - вероятность заболевания, которую вычислил врач после того как пациент пожаловался ему на головную боль. Таким образом, приходя на прием к врачу, жалуйтесь, иначе врач ничего для вас не «вычислит».

Вопрос 4: Какую задачу можно решить с помощью формулы Байеса, если пациент не жалуется на головную боль?

4. Рекуррентная форма формулы Байеса

Разовьем задачу о признаках недомогания: пусть, кроме события 
[image: image46.wmf]1

A

 (болит голова), может еще происходить событие 
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A

 (например, повышена температура). Предположим, что события 
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 и 
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 независимы (действительно, из нашей практики известно, что головная боль и повышенная температура – события независимые). Вопрос: как обобщить формулу Байеса, чтобы ее можно было использовать для медицинской диагностики, если типичные медицинские исследования направлены на исследование вероятностной зависимости одного заболевания и одного признака?
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Поскольку события 
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 и 
[image: image52.wmf]2
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 независимы,
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Соотношение (4), с учетом (5), принимает вид:
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В соотношении (6) произведем замену:
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В результате получим:
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Проанализируем соотношение (8). Для случая одного наблюдаемого признака можно использовать обычную формулу Байеса (2) и вычислить 
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. Если наблюдается второй признак, тогда, если признаки между собой статистически независимы, можно вновь воспользоваться той же формулой (2), с тем лишь отличием, что вместо безусловной вероятности 
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 нужно брать условную вероятность 
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Как действовать, если наблюдается еще несколько признаков? Очевидно, нужно использовать рекуррентное соотношение:
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связь которого с формулой (8) достаточно очевидна.

5. Применение формулы Байеса в экспертных системах

Экспертные системы (ЭС) – это системы, помогающие принять правильные решения. Экспертные системы именуют также «искусственным интеллектом». Как и естественный интеллект, ЭС должны иметь:

1) механизм логического вывода;

2) базу знаний.

Значительное количество ЭС в качестве механизма логического вывода используют рекуррентную форму формулы Байеса (9).

Таблица 1
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Применительно к таким ЭС, база знаний (БЗ) – это совокупность условных вероятностей 
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, которую удобно представлять таблицей 1, где 
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 - 
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-тое значение 
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-того признака 
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Заполняя такую таблицу, нужно следить за выполнением условия:
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Значения 
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 берут из научной литературы: различных справочников, статей, книг, диссертаций. Таким образом, результатам научных исследований предоставляется возможность «поработать» на человечество.
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Медицинская шутка: Здоровых людей не бывает – бывают недообследованные…
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