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1. Вводные замечания

Вéнтцель Елена Сергеевна, род.21.3.1907, Ревель (ныне Таллин) – ум. 15.4.2002.


Урожденная Долгинцева. Родилась в семье преподавателя гимназии. В 1929г. окончила физико-математический факультет Ленинградского университета. С 1935 жила в Москве. Преподавала в Военно-воздушной академии им. Н.Е.Жуковского (1935–1968) и Московском институте инженеров транспорта (1968–1986). Доктор технических наук (1954). 

Автор книг по математике и ее приложениям, а также ряда художественных произведений, которые публикуются под псевдонимом И.Грекова ( «За проходной» (1962), «Дамский мастер» (1963), «На испытаниях» (1967), «Кафедра» (1978), «Пороги» (1984), «Свежо предание» (опубл. в 1995)). (http://www.math.ru/history/tree/).
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Первое издание учебника Е.С.Вентцель “Теория вероятностей” появилось в начале 50-годов прошлого столетия. С тех пор этот учебник переиздавался десятки раз как в СССР, так и практически во всех крупнейших странах мира – США, Германии, Франции… Это свидетельствует о всемирном признании квалификации автора и качества учебника.

Поэтому все наши лекции построены на базе этого учебника. Нами (http://aprodeus.narod.ru/teaching.htm) предлагается лишь краткий конспект лекций. Учебник Е.С.Вентцель переиздается в России и по сей день можно купить. Его версией является учебник: Вентцель Е.С., Овчаров Л.А. Теория вероятностей и ее инженерные приложения. 

2. Предмет теории вероятностей

2.1. Определения и примеры

Определение 1. Теория вероятностей – математическая наука, изучающая закономерности в случайных явлениях.
Определение 2. Явления неслучайные – при неоднократном повторении опыта протекают одинаково.
Определение 3. Явления случайные - при неоднократном повторении опыта каждый раз протекают несколько по-иному.
Примеры неслучайных и случайных явлений приведены в Таблице 1.

	Явления неслучайные
	Явления случайные

	1. Чередование времен года, дня и ночи

2. Поведение тела, брошенного вверх

3. Процедура измерений (например, взвешивание)

4. Давление газа в сосуде фиксированного объема при заданной температуре
	1. Погода в данном месте в данное время года

2. Координаты падения брошенного вверх тела

3. Ошибка измерений

4. Координаты «меченой» молекулы в некоторый момент времени


Вывод: в природе нет ни одного физического явления, в котором не присутствовали бы в той или иной мере элементы случайности.

«Тест» на случайность – возможность прогноза некоего события.

2.2. Об источнике случайности
Классическая схема изучения природы «точными» науками:

1) составляется упрощенная модель (модель может быть математической, физической, компьютерной) явления, учитывающая основные факторы – в результате становится возможным научный прогноз;

2) если точность прогноза неудовлетворительна, увеличивают количество учитываемых факторов, т.е. усложняют модель.

Все ли факторы можно учесть? Очевидно, нет. Это и есть источник случайности.
Пределом для процедуры учета все новых и новых факторов является «разумная» сложность модели явления: если точность прогноза удовлетворительна, тогда нет нужды усложнять модель. Иной причиной прекращения усложнения модели может быть недостаточный уровень развития математики, физики, техники (что сегодня сложно и «неразумно», завтра – просто и «разумно»).
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Рис.1. Структурная схема моделирования явлений

2.3. Случайность и закономерность
Как быть, если случайность неизбежна? Ответ достаточно прост: нужно изучать закономерности, свойственные этому случайному явлению.

Пример. Пусть производится стрельба по цели. Если невозможно поразить цель единственным выстрелом, возникает задача определения минимального числа выстрелов, при котором цель будет поражена с достаточно высокой степенью достоверности.

На рис.2 цель изображена жирным черным отрезком, расположенным вдоль оси x. Предположим, что нам известна закономерность рассеивания снарядов, описываемая знакоположительной функцией W(x), площадь которой равна единице (равенство площади единице означает, что снаряд обязательно упадет куда-либо). Тогда интуитивно ясно (в последующих лекциях это будет строго доказано), что вероятность попадания в цель равна площади под W(x) на интервале 
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Рис.2. Вероятность попадания в цель

Очевидно, если мы сделаем несколько выстрелов, вероятность попадания увеличится. Следовательно, нужно знать еще и закономерность такого увеличения.

Итак, в рассмотренном выше примере мы видели, что для решения поставленной задачи нужны знания двух закономерностей: 1) плотности рассеяния снарядов W(x); 2) зависимости вероятности попадания в цель от количества выстрелов.
2.4. Массовость и повторяемость

В так называемых законах природы фиксируется повторяемость явлений, а, следовательно, и возможность прогноза этих явлений.

Определение 4. Закономерность случайного явления проявляется при массовом повторении опытов.

Пример: покажем, как можно было бы опытным путем получить плотность рассеяния снарядов W(x). Произведем n выстрелов и построим график распределения попаданий снарядов (рис.3а). Такой график тем точнее, чем больше n (рис.3б). Наконец, при 
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 получим гладкую функцию W(x).
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Рис.3. Опытное построение функции W(x)
2.5. Применение теории вероятностей

Связь:

1) выделение речевых сигналов из смеси их с помехой (винеровская фильтрация); 

2) автоматическое распознавание речи;

3) дискретизация и квантование сигналов.

Кибернетика:

1) экспертные системы;

2) распознавание образов;

3) автоматизированные системы управления.

Метеорология:

1) прогноз погоды;

2) анализ изменений климата.

Медицина:

1) диагностика;

2) прогнозирование эпидемической опасности.

Разумеется, приведенный выше список далек от полноты.

3. Некоторые исторические сведения

Статистическую обработку данных применяли в древней Индии – землемеры практиковали усреднение нескольких результатов измерений.

Первый научный трактат, посвященный закономерностям результатов бросания нескольких игральных костей, датируется ХII веком.

Мощный толчок развитию теории вероятностей дали карточные игры. Французское слово «le hazard» переводится как «случай». В современном виде теория вероятностей оформилась в XVII веке – этому способствовали карточные игры, а также развитие страхования и измерений.

Зарубежные ученые, внесшие наибольший вклад в развитие теории вероятностей: Лаплас (анализ ошибок измерений), Гаусс (обоснование нормального закона); Бернулли (закон больших чисел – частота стремится к вероятности с увеличением количества опытов); Пуассон (обобщение закона больших чисел).

Отечественные ученые: Буняковский (первый учебник по теории вероятностей на русском языке); Чебышев (метод моментов); Марков (основы теории случайных процессов); Ляпунов (метод характеристических функций); Хинчин (исследование стационарных случайных процессов); Колмогоров (аксиоматическое построение теории вероятностей).

4. Основные понятия теории вероятностей

4.1. Событие. Вероятность события

Событие – всякий факт, который в результате опыта может произойти или не произойти.
Примеры: 1) событие А, состоящее в выпадении герба при бросании монеты; 2) событие 
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 (читается «не А»), состоящее в выпадении решки при бросании монеты; 3) событие В, состоящее в выпадении 3-х гербов при 3-х бросаниях монеты.

Вероятность события – численная мера степени возможности события.
Частота события – отношение количества случаев, благоприятных некоторому событию, к общему количеству случаев.

Частота события есть оценка вероятности события.

Диапазон значений частоты и вероятности: 
[image: image6.wmf]1

0

K

.

0 – невозможное событие;

1 – достоверное событие.

4.2. Непосредственный подсчет вероятностей

Вероятность проще всего оценить по частоте. Однако иногда удается рассчитать вероятность. Это справедливо в ситуации, когда исходы некоторого опыта «симметричны», т.е. одинаково возможны. Примерами таких опытов являются бросание монеты и игральных костей.

Введем некоторые вспомогательные понятия, необходимые для расчета вероятностей.

1) Полная группа событий. Несколько событий в данном опыте образуют полную группу событий, если в результате опыта непременно должно появиться хотя бы одно из них.

Следствие: вероятность полной группы событий равна 1.
2) Несовместные события. События называются несовместными, если не могут одновременно появиться в некотором опыте.

Пример: появление орла и решки при одном бросании монеты.

3) Равновозможные события – по условиям опыта нет оснований считать, что какое-то одно событие более возможно, чем остальные.
4) Случай («шанс») – одно из событий, образующих полную группу несовместных равновозможных событий.

5) Благоприятный случай – случай благоприятен событию, если появление случая влечет за собой появление данного события.

Пример: Игральные кости: 6 случаев. Событию «появляется четное число очков» благоприятны случаи 2, 4 и 6.
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Задача 1. В урне 2 белых и 3 черных шара. Какова вероятность того, что вынутый шар – белый?

Решение: 
[image: image7.wmf]5
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Задача 2. В урне 
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 белых и 
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 черных шаров. Из урны вынимают 2 шара. Найти вероятность того, что оба шара – белые.

Решение: обозначим 
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 - событие, состоящее в появлении 2-х белых шаров. Тогда 
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 - число сочетаний из 
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 элементов по 
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. Таким образом, 
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4.3. Частота события

Частота или «статистическая вероятность»:
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где 
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 - общее число реальных опытов; 
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 - число опытов, в которых появилось событие 
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Некорректная (т.к. 
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Правильно («закон больших чисел», теорема Бернулли):
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Говорят: «частота сходится по вероятности к вероятности».

Основным содержанием теории вероятностей является косвенное определение вероятностей событий – через вероятности событий, с ними связанных.

4.4. Случайная величина

Величина – параметр или характеристика. Примеры: ток 
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, напряжение 
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, мощность 
[image: image26.wmf]P

.

Значение величины – 10А, 220 В, 10 Вт.
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Детерминированная величина – величина, значение которой заранее известно.

Случайная величина – величина, значения которой могут меняться от опыта к опыту непредсказуемым образом.

Случайные величины бывают дискретными и непрерывными.

Связь между событием и случайной величиной (СВ): пусть событие 
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 - появление герба при бросании монеты. Введем СВ 
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Говорят, что [image: image33.wmf]X

 - «характеристическая СВ события 
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».

Задачи для самоконтроля

Задача 1

Подбрасывается и ловится монета. 

Найти вероятность того, что выпадет решка.

Ответ: 0.5

Задача 2

Брошена игральная кость. 

Найти вероятность того, что выпадет шестерка.

Ответ: 1/6

Задача 3

Задумано 2-значное число.

Найти вероятность угадать это число с первой попытки.

Ответ: 1/90

Задача 4

Задумано 2-значное число с разными цифрами.

Найти вероятность угадать это число с первой попытки.

Ответ: 1/81

Задача 5

Брошены две игральные кости. 

Найти вероятность того, что сумма очков – четное число, при этом на грани хотя бы одной кости будет «6».

Ответ: 5/36

Задача 6

Брошены две игральные кости. 

Найти вероятность того, что сумма очков равна 7.

Ответ: 1/6

Задача 7

Брошены две игральные кости. 

Найти вероятность того, что сумма очков равна 8, а разность равна 4.

Ответ: 1/18

Задача 8

Брошены две монеты. 

Найти вероятность того, что выпадет хотя бы один герб.

Ответ: 3/4

Задача 9

Кодовый замок состоит из 10 кнопок. Для его открытия нужно нажать 2 кнопки.

Найти вероятность того, что правильный код будет угадан с первой попытки.

Ответ: 1/45          (
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Задача 10
Кодовый замок состоит из 10 кнопок. 

Найти количество кодируемых кнопок, при котором вероятность угадать код с первой попытки минимальна. Какова при этом вероятность угадывания?

Ответ: 5 кнопок, вероятность 1/252

Задача 11

В урне 2 белых и 3 черных шара. Наугад вынут 1 шар.

Найти вероятность того, что вынутый шар - белый.

Ответ: 2/5

Задача 12

В урне 
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 белых и 
[image: image37.wmf]b

 черных шара. Наугад вынуты 2 шара.

Найти вероятность того, что оба вынутых шара - белые.

Ответ: 
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Задача 13

В урне 
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 белых и 
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 черных шара. Наугад вынуты 
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 шаров.

Найти вероятность того, что среди них - 
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черных.

Ответ: 
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Модель:


n факторов





Прогнозирование явления





Точность прогноза удовлетворительна?





Конец





Модель:


n+1 факторов





Для опыта, сводящегося к схеме случаев, вероятность можно рассчитать:


� EMBED Equation.3  ���,


где � EMBED Equation.3  ��� - вероятность события � EMBED Equation.3  ���; � EMBED Equation.3  ��� - общее число случаев; � EMBED Equation.3  ��� - число случаев, благоприятных событию � EMBED Equation.3  ���.
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