Практические занятия 7
План:

1. Скользящее усреднение прямоугольным окном: нерекурсивный фильтр
2. Скользящее усреднение прямоугольным окном: рекурсивный фильтр
3. Скользящее усреднение экспоненциальным окном
1. Скользящее усреднение прямоугольным окном: нерекурсивный фильтр
Зададим N коэффициентов рекурсивного фильтра:
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Уравнение фильтра:
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Из (1)-(2) следует, что текущее значение отклика фильтра 
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 представляет собой среднее арифметическое N предшествующих по времени значений воздействия 
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 (задание: нарисуйте схему вычислений в соответствии с выражением (2)).
Чтобы сделать это более очевидным, произведем в (2) замену переменных: 
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Импульсная характеристика (ИХ) для N = 5:
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График ИХ для N = 5, 
[image: image8.wmf]s

f

 = 1000 Гц представлен на рис. 1,а.
Команды вычисления ИХ:

fs = 1000; N = 5; ak = 1/N*ones(1,N);

[h,t] = impz(ak,1,10,fs);

figure; stem(t,h);
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Рис. 1. ИХ для N = 5, 
[image: image10.wmf]s

f

 = 1000 Гц

Графики АЧХ и ФЧХ представлены на рис. 2.

Команды вычисления АЧХ и ФЧХ:

[H,f]=freqz(ak,1,100,fs);
[ph,f]=phasez(ak,1,100,fs);
figure; plot(f,abs(H));
figure; plot(f,ph/pi*180);
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Рис. 2. АЧХ (а) и ФЧХ (б)

2. Скользящее усреднение прямоугольным окном: рекурсивный фильтр
Представим иную схему скользящего усреднения прямоугольным окном (рис. 3).


[image: image13]
Рис. 3
Для облегчения составления уравнения фильтрации преобразуем схему (рис. 4), пользуясь линейностью всей элементов.
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Рис. 4

Уравнение системы рис. 4:
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Коэффициенты фильтра:
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Программа вычислений ИХ:

>> fs = 1000;

>> N = 5;
>> ak = zeros(1,6); ak(1) = 1/N; ak(N+1) = -1/N;

>> bk = [1 -1];

>> [h,t] = impz(ak,bk,15,fs);

>> figure; stem(t,h);
График ИХ показан на рис. 5.
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Рис. 5
Графики АЧХ и ФЧХ представлены на рис. 6.

Команды вычисления АЧХ и ФЧХ:

[H,f]=freqz(ak,bk,100,fs);
[ph,f]=phasez(ak,bk,100,fs);

figure; plot(f,abs(H));
figure; plot(f,ph/pi*180);
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Рис. 6. АЧХ (а) и ФЧХ (б)

Очевидно, для 
[image: image20.wmf]1
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 уравнение (7) значительно экономнее уравнения (2) по объему вычислений. Однако требуемый объем памяти для коэффициентов ak и bk остался неизменным, т.е. выигрыша по объему памяти не наблюдается.

3. Скользящее усреднение экспоненциальным окном
Рассмотрим следующий алгоритм скользящего усреднения:
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Очевидно, чем меньше параметр усреднения 
[image: image22.wmf]b

, тем сильнее усреднение. 

Немного отвлечемся и покажем, что истоками этого алгоритма является вычисление среднего значения некоторого массива чисел:
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А теперь перепишем это соотношение в виде:
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В соотношении (б) теперь вычисляется скользящее среднее, поскольку мы фактически позволили массиву 
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 иметь сколь угодно большую протяженность, но параметр усреднения 
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 зафиксировали. Очевидно, заменяя обозначения переменных:
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от соотношения (б) переходим к соотношению (9).

Уравнение (9) есть уравнение рекурсивного фильтра с коэффициентами:
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График ИХ для 
[image: image30.wmf]b

=1/5 и fs = 1000 Гц показан на рис. 7,а.
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Рис. 7. ИХ (а), АЧХ (б) и ФЧХ (в) фильтра
Z-характеристика фильтра:
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откуда, для 
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График АЧК показан на рис. 7,б.
Элементы усредняющей функции – члены геометрической прогрессии
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где 
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 - первый член, 
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 - знаменатель прогрессии. Для 
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 предел суммы бесконечного числа членов равен 
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. В нашем случае сумма элементов усредняющей функции
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Очевидно, «эффективная ширина» усредняющей функции, выраженная в количестве выборок, равна 
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, а выраженная в секундах, равна 
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Теперь покажем, что понятие «эффективной ширины» можно ввести несколько по-иному, используя «постоянную времени» некоей интегрирующей RC-цепочки. 

Для этого представим ряд (10) в виде


[image: image45.wmf]K

,

2

,

1

,

0

,

=

b

D

-

k

e

RC

t

k

                                                   (12)
Нетрудно видеть, что знаменатель прогрессии можно представить в виде:
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Из (13) находим выражение для «постоянной времени» некоей «эквивалентной» интегрирующей RC-цепочки:
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Графики зависимостей 
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, приведенные на рис. 8, показывают зависимость эффективной ширины усредняющей функции от параметра 
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 для разных определений понятия «эффективная ширина». Видно, что независимо от определения понятия «эффективной ширины», для 
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 результаты отличаются не более чем на 16% (рис. 9), убывая с уменьшением 
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, и составляют всего 1% для 
[image: image55.wmf]02

,

0

=

b

.

[image: image56.png]Averaging function effective width

——N, =1heta
Nz =-1/n(1-beta)





Рис. 8. Графики зависимостей 
[image: image57.wmf])

(

1

1

b

=

N

N

 и 
[image: image58.wmf])

(

2

2

b

=

N

N


[image: image59.png]Error (%)

100 x abs(1/log(1 - x) + 1/x) x100%





Рис. 9. Относительная разница 
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Если уравнение (7) переписать в виде
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тогда для значений 
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 оба определения «эффективной ширины» можно считать дающими практически одинаковые результаты.
Вопросы

1. При решении каких задач требуется производить скользящее усреднение данных?

2. Каким требованиям должна удовлетворять процедура скользящего сглаживания?

3. В чем состоит преимущество процедуры скользящего усреднения с помощью рекурсивного фильтра, по сравнению с таковой при помощи нерекурсивного фильтра (задачи 1 и данного занятия)?

4. Почему желательно знать «эффективную ширину» интервала усреднения при экспоненциальном скользящем усреднении?

5. О какой RC-цепочке идет речь в п. 3 данного занятия? 

Упражнения

1. Нарисуйте схему интегрирующей RC-цепочки.

2. Выведите аналитическое выражение частотной характеристики такой RC-цепочки.

3. Выведите аналитическое выражение импульсной характеристики такой RC-цепочки.

4. Постройте графики АЧХ и ФЧХ интегрирующей RC-цепочки и сопоставьте их с аналогичными графиками для цифрового фильтра, реализующего экспоненциальное усреднение.
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