Практические занятия 1
План:

1. Вычисление коэффициентов НЧ КИХ-фильтра

2. Вычисление частотной характеристики НЧ КИХ-фильтра

1. Вычисление коэффициентов НЧ КИХ-фильтра

Коэффициенты 
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 КИХ-фильтра, вычисляемые методом обратного преобразования Фурье, определяются соотношением:
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где 
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 - частота дискреизации).

Подставляя в (1) 
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где 
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 - частота среза, и полагая 
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где 
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Листинг программы fir_low_koef.m вычисления, в соответствии с (3), коэффициентов 
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, представлен ниже.
% === fir_low_koef.m ===
% === коэффициенты НЧ КИХ-фильтра ===
%
N = 3;        % половина порядка фильтра
fs = 100;     % частота дискретизации, Гц
fc = 25;      % частота среза, Гц
%
% === вычисление коэфф-в фильтра ===
omc = 2*pi*fc/fs;     % относит. частота среза
ak0 = omc/pi;
k = 1:N;
sinxx = ak0*sin(k*omc)./(k*omc);
ak = [fliplr(sinxx) ak0 sinxx];
%
% === стандартная команда вычисления коэфф-в фильтра ===
ak1 = fir1(6,2*fc/fs,boxcar(2*N+1),'noscale');
figure;
plot(ak,'r');
hold on
stem(ak1);
Комментируя программу fir_low_koef.m, отметим:
1) переменная 
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 задается как вектор-строка, принимающий значения 1, 2, 3;

2) часть коэффициентов 
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 вычисляется для такого вектора 
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;

3) полный набор коэффициентов 
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 компонуется из трех частей: в центре находится число 
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, к которому справа присоединены коэффициенты, вычисленные по п.2, а слева – эти же коэффициенты, отраженные «слева-направо».

Для контроля правильности вычислений, в конце программы производится вычисление коэффициентов 
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 с помощью библиотечной программы fir1.m. Совпадение графиков свидетельствует о правильности «нашей» программы вычислений коэффициентов 
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, а также показывает, какие условия необходимо соблюсти для такого совпадения (прямоугольное окно и опция «noscale» при использовании программы fir1.m).
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Рис. 1. Коэффициенты 
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, вычисленные по формуле (3) (красная пунктирная линия) и с помощью программы fir1.m (синие линии)

2. Вычисление частотной характеристики НЧ КИХ-фильтра

Приведем четыре варианта программы вычисления ЧХ НЧ КИХ-фильтра. Во всех вариантах вычисления производятся в соответствии с формулой:
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Вариант 1. Отличается тем, что ЧХ вычисляется с помощью двойного цикла – наружный цикл обеспечивает перебор значений частоты 
[image: image24.wmf]f

, а внутренний цикл обеспечивает суммирование по индексу 
[image: image25.wmf]k

.
Время вычислений суммы в соотношении (4):

Elapsed time is 0.003134 seconds

% === filter_1.m ===
% === программа построения частотной характеристики НЧ фильтра ===
%
% === задание параметров модели ===
a0=0.5;                                  % нулевой коэффициент фильтра
ak=[0.3183 0 -0.1061];                   % коэффициенты фильтра c 1 по 3
fd=100;                                  % частота дискретизацации
dt=1/fd;                                 % период (шаг) дискретизации
N=3;                                     % половина порядка фильтра
df=0.02*fd;                              % шаг по частоте
% === выделение областей ===
sum = zeros(1,100);                      % выделение области для функции
f = zeros(1,100);                        % выделение области для аргумента
% === вычисление значений функции ===
tic                                    % начало контроля времени вычислений
for n=1:100                            % перебор номеров значений аргумента
    f(n) = n*df-fd/2;                  % вычисление значений аргумента
    for k=1:N                          % перебор номеров частотных гармоник
       sum(n)=sum(n)+ak(k)*cos(2*pi*f(n)*k*dt); % значения функции
    end
end
toc                                     % конец контроля времени вычислений
H=a0+2*sum;                              % частотная характеристика фильтра
figure;                                  % основа для графика
plot(f,H)                                % построение графика
grid on                                  % сетка на графике
xlabel('Частота, Гц'); ylabel('Уровень');
title('Частотная хар-ка НЧ фильтра 6-го порядка')
Вариант 2. Отличается тем, что в упомянутом двойном цикле изменен порядок перебора значений переменных 
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 и 
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.

Время вычислений суммы в соотношении (4):

Elapsed time is 0.003032 seconds

% === filter_1b.m ===
% === программа построения частотной характеристики НЧ фильтра ===
%
% === задание параметров модели ===
a0=0.5;                                  % нулевой коэффициент фильтра
ak=[0.3183 0 -0.1061];                   % коэффициенты фильтра c 1 по 3
fd=100;                                  % частота дискретизации
dt=1/fd;                                 % период (шаг) дискретизации
N=3;                                     % половина порядка фильтра
df=0.02*fd;                              % шаг по частоте
% === выделение областей ===
sum = zeros(1,100);                      % выделение области для функции
f = zeros(1,100);                        % выделение области для аргумента
% === вычисление значений функции ===
tic                                    % начало контроля времени вычислений
for k=1:N                            % перебор номеров частотных гармоник
    for n=1:100                      % перебор номеров частот
       f(n) = n*df-fd/2;                  % вычисление значений аргумента
       sum(n)=sum(n)+ak(k)*cos(2*pi*f(n)*k*dt); % значения функции
    end
end
toc                                     % конец контроля времени вычислений
H=a0+2*sum;                              % частотная характеристика фильтра
figure;                                  % основа для графика
plot(f,H,'r')                                % построение графика
grid on                                  % сетка на графике
xlabel('Частота, Гц', 'FontSize', 14); ylabel('Уровень', 'FontSize', 14);
title('Частотная хар-ка НЧ фильтра 6-го порядка', 'FontSize', 14);
hold on
% === стандартная программа построения АЧХ ===
ak1 = fir1(2*N,0.5,boxcar(2*N+1),'noscale');
[H1,f1] = freqz(ak1,1,25,100);
stem(f1,abs(H1));
Кроме того, здесь сопоставляются результаты вычислений ЧХ: «наши» (рис. 2, красная линия) и полученные с помощью функции freqz.m (рис. 2, синие линии). Результаты совпадают, однако есть и отличия: 1) функция freqz.m не вычисляет «лишних» значений ЧХ; 2) при построении графика ЧХ, полученной с помощью функции freqz.m, приходится брать модуль – в противном случае на график выведется только действительная часть комплексной ЧХ. Эти отличия обусловлены тем, что «наша» ЧХ строилась в предположении четности функции  
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, тогда как функция freqz.m осуществляет вычисления для сдвинутых по времени коэффициентов 
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, нумерация которых начинается с нуля.
Если строить модуль «нашей» ЧХ, тогда совпадение графиков (по вертикали) будет полным.
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Рис. 2. ЧХ, вычисленные по формуле (4) (красная пунктирная линия) и с помощью программы freqz.m (синие линии)

Вариант 3. Отличается тем, что вектор значений частоты 
[image: image31.wmf]f

 задается предварительно – в результате удается избавиться от цикла для перебора значений 
[image: image32.wmf]f

.

Время вычислений суммы в соотношении (4):

Elapsed time is 0.000112 seconds

% === filter_2.m === Частотная хар-ка ФНЧ ===
a0=0.5;                                  % нулевой коэффициент фильтра
ak=[0.3183 0 -0.1061];          % коэффициенты фильтра c 1 по 3
fd=100;                                  % частота дискретизацации
dt=1/fd;                                 % период (шаг) дискретизации
N=3;                                      % половина порядка фильтра
df=0.02*fd;                            % шаг по частоте
f=-0.5*fd:df:1.5*fd;               % диапазон частот
% === расчет суммы ===
sum=zeros(1,length(f));
tic                                    % начало контроля времени вычислений
for k=1:N,
   sum=sum+ak(k)*cos(2*pi*f*k*dt);
end;
toc                                     % конец контроля времени вычислений
H=a0+2*sum;                      % частотная хар-ка
figure;
plot(f,H,'-r')                               % построение графика
grid on                                 % построение сетки
hold on
% === стандартная программа построения АЧХ ===
ak1 = fir1(2*N,0.5,boxcar(2*N+1),'noscale');
[H1,f1] = freqz(ak1,1,25,100);
stem(f1,abs(H1));
Вариант 4. Отличается тем, что векторы значений частоты 
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 и значений 
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 задаются предварительно – в результате удается вообще избавиться от циклов. Тем самым демонстрируется важное достоинство векторной алгебры, используемой Matlab, и позволяющей заметно упрощать вычислительные программы.

Время вычислений суммы в соотношении (4):

Elapsed time is 0.000110 seconds

% === freq_har.m === Частотная хар-ка ФНЧ ===
a0=0.5;                                  % нулевой коэффициент фильтра
ak=[0.3183 0 -0.1061];          % коэффициенты фильтра c 1 по 3
fd=100;                                  % частота дискретизацации
dt=1/fd;                                 % период (шаг) дискретизации
N=3;                                      % половина порядка фильтра
df=0.02*fd;                            % шаг по частоте
f=-0.5*fd:df:1.5*fd;               % диапазон частот
k = 1:N;
% === расчет суммы ===
tic                                    % начало контроля времени вычислений
cosm = cos(2*pi*k'*f*dt);        % набор гармоник по частоте
sum = ak*cosm;
toc                                     % конец контроля времени вычислений
H=a0+2*sum;                      % частотная хар-ка
figure;
plot(f,H,'-r')                               % построение графика
grid on                                 % построение сетки
hold on
% === стандартная программа построения АЧХ ===
ak1 = fir1(2*N,0.5,boxcar(2*N+1),'noscale');
[H1,f1] = freqz(ak1,1,25,100);
stem(f1,abs(H1));
Сравнивая между собой время вычислений суммы в соотношении (4), заключаем, что 1-й и 2-й варианты программы оказались примерно одинаковыми по затратам времени, однако 3-й и 4-й варианты оказались существенно (примерно в 30 раз) экономичнее.
Проанализируем причины такого различия. В 1-м и 2-м вариантах программы для вычислений суммы выражения (4) использовался двойной цикл. В 3-м варианте мы ограничились одним циклом, используя способность Matlab оперировать с векторами. В 4-м варианте мы дополнительно использовали способность Matlab умножать вектор на матрицу. Оказалось, что уже в 3-м варианте программы удалось достичь резкого повышения производительности вычислений за счет оперирования с векторами.

Интересно, что переход от 3-го варианта к 4-му не дал прироста производительности, хотя вариант 4 представляется наиболее «прогрессивным». Возможно, это объясняется малым значением параметра 
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=3). Впрочем, время вычислений зависит еще и от версии программы Matlab, поэтому выводы о преимуществе той или иной программы необходимо делать еще и с учетом данного обстоятельства.
3. Фильтрация искусственного сигнала

% === filtering_fir.m ===
% === программа фильтрации процесса x(n) ===
%
% === модель процесса x(n) ===
x = [1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1];
% === ИХ фильтра ===
ak=[-0.1061 0 0.3183 0.5 0.3183 0 -0.1061];
%
% === дописывание нулей спереди и сзади массива x(n) ===
lak = length(ak);
nz = lak-1;
zrs = zeros(1,nz);
xz = [zrs x zrs];
%
% === деление x(n) на фреймы ===
nfrm = length(xz)-lak+1;
xfrm = zeros(lak,nfrm);  % выделение области
for k = 1:nfrm
    xfrm(:,k) = xz(k:k+lak-1);
end
%
% === фильтрация ===
y = ak*xfrm;
%
% === стандартная команда фильтрации ===
y1 = filter(ak,1,x);
% === построение графиков ===
tx = 0:(length(x)-1);
ty = 0:(length(y)-1);
ty1 = 0:(length(y1)-1);
figure; plot(tx,x,'-o');
xlabel('Номера выборок');ylabel('Уровень');title('Исходный сигнал');
figure; plot(ty,y);
xlabel('Номера выборок');ylabel('Уровень');title('Результат фильтрации');
hold on;
stem(ty1,y1,'r');
legend('наша фильтрация','фильтрация Matlab');
% === другой способ построения графиков ===
figure % new figure
ax1 = subplot(2,1,1); % top subplot
ax2 = subplot(2,1,2); % bottom subplot
plot(ax1,tx,x,'-o')
xlabel(ax1,'Номера выборок'); ylabel(ax1,'Уровень');
title(ax1,'Исходный сигнал');
plot(ax2,ty,y,'-x'); hold on; stem(ax2, ty1, y1, 'r');
xlabel(ax2,'Номера выборок'); ylabel(ax2,'Уровень');
title(ax2,'Результат фильтрации');
legend(ax2, 'наша фильтрация','фильтрация Matlab');
Результаты выполнения данной программы представлены ниже в виде графиков.
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Рис.3. Графики исходного и фильтрованного сигналов, представленные раздельно (а, б) и совместно (в)

Обратите внимание на специфику программной части, где мы вычисляем сумму свертки – здесь существенно использована особенность Matlab, состоящая в оперировании с матрицами и векторами. Массив входного сигнала (одномерный) преобразован в двумерный массив, после чего осуществлено векторно-матричное произведение коэффициентов фильтра на матрицу входного сигнала – и в результате получен вектор значений выходного сигнала.
Разумеется, это далеко не единственный способ написания программы фильтрации – вы можете самостоятельно потренироваться в написании альтернативных вариантов.
Однако важно обратить внимание вот на что: в то время как стандартная программа filter.m дает выходной сигнал той же протяженностью, что и входной сигнал (19 выборок), наша программа дала на 6 выборок больше. Совпадение формы выходных сигналов свидетельствует, что наша программа верна. С другой стороны, возникает вопрос – откуда взялись дополнительные выборки в нашем результате?

Вот над этим вопросом и предлагаем вам подумать самостоятельно…

Домашнее задание

1. Повторить все приведенные выше вычисления на своем компьютере.
2. Увеличить порядок фильтра с 6 до 18 и сделать выводы об изменениях формы АЧХ фильтра.
3. Используя различные оконные функции, проанализировать, как изменяется АЧХ.
4. Произвести фильтрацию искусственного сигнала фильтрами, синтезированными с использованием оконных функций, и сделать соответствующие выводы.

5. Синтезировать (рассчитать коэффициенты) самостоятельно ФНЧ с верхней частотой среза 1 кГц и профильтровать эти фильтром речевой сигнал длительностью 2-3 с (частоту дискретизации принять равной 22 кГц).
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