Лекция 6а

Спектрально-корреляционное описание линейных систем
1. Связь между спектрально-корреляционными характеристиками на входе и выходе линейной системы
2. Формирование и применение окрашенного шума

3. Применение окрашенного шума для измерения акстических характеристик комнаты

4. Корреляционная функция отклика скользящего усреднителя на воздействие в виде дискретного белого шума
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1. Связь между входом и выходом линейной системы
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Связь между воздействием 
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 линейной системы с импульсной переходной характеристикой 
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Рис.1

на временном языке описывается интегралом свертки:


[image: image4.wmf]ò

¥

¥

-

-

=

Ä

=

dv

v

t

X

v

h

t

h

t

X

t

Y

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

.

Предположим для простоты, что 
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Поэтому
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где
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- корреляционная функция ССП 
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 с нулевым МО.

Производя замену переменных
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из (1) получаем: 
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Обозначая:
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получаем окончательно:
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Таким образом, автокорреляционная функция отклика линейной системы – это результат свертки автокорреляционной функции воздействия и корреляционного интеграла ИПХ линейной системы.

На спектральном языке эта связь выглядит значительно проще. Действительно, учитывая, что свертке во временной области соответствует произведение Фурье-образов в спектральной области, из (4) получаем:
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где 
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 - спектральные плотности мощности (спектральные плотности дисперсии) ССП 
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Поскольку 
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 - частотная характеристика линейной системы:
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 - оператор преобразования Фурье,
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из (5) следует:
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Т.е., спектр мощности отклика линейной системы – результат произведения спектра мощности входного ССП и квадрата модуля частотной характеристики линейной системы.
В частном случае воздействия в виде БШ со спектральной плотностью мощности 
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 в полосе пропускания линейной системы:
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т.е. с точностью до постоянного множителя, спектр мощности отклика равен квадрату модуля частотной характеристики системы. Сотношение (7) обосновывает метод измерения АЧХ линейной системы, состоящий в воздействии на систему генератором БШ, с последующим измерением спектра мощности отклика системы.
Часто, однако, необходимо знать фазовую характеристику линейной системы. Покажем, что такие измерения также можно производить с использованием генератора БШ.

Из соотношения
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следует справедливость соотношения:
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т.е. взаимно-корреляционная функция воздействия и отклика равна свертке ИПХ системы с корреляционной функцией воздействия.
На частотном языке:
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В частном случае воздействия в виде БШ со спектральной плотностью мощности 
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 в полосе пропускания линейной системы:
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Соотношение (10), аналогично сотношению (7), обосновывает метод измерения комплексной ЧХ линейной системы, состоящий в воздействии на систему генератором БШ, с последующим измерением взаимного спектра мощности отклика и воздействия системы.
2. Формирование и применение окрашенного шума

После прохождения белого шума 
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 через линейную систему в виде формирующего фильтра с частотной характеристикой 
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 получаем ССП 
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, чей спектр мощности уже не является равномерным – такой процесс обычно называют «окрашенным шумом». 

В инженерной практике часто применяют окрашенный шум, полученный пропусканием белого шума через интегрирующую RC-цепочку. Ниже приведены схема и аналитические выражение частотной характеристики такого формирующего фильтра.
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                                            Рис.2

2.1. Интервал корреляции ССП на выходе 
[image: image34.wmf]RC

-цепочки

Решим конкретную задачу: найдем эффективный интервал корреляции ССП на выходе НЧ фильтра в виде 
[image: image35.wmf]RC

-цепочки, которая имеет полосу пропускания 5 кГц на уровне -3 дБ при условии, что на вход НЧ фильтра подается белый шум.

С учетом соотношения (7), функцию корреляции розового шума можно вычислить так:
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Учитывая (11), получаем
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По справочникам находим:
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Квадратичный коэффициент корреляции:
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Полученное решение показывает, во-первых, что функция корреляции «розового» шума имеет экспоненциальный характер. Во-вторых, интервалом корреляции «розового» шума легко управлять, подбирая нужные значения параметров RC-цепочки.
Чтобы найти произведение 
[image: image43.wmf]RC

-цепочки, которая имеет полосу пропускания 5 кГц с неравномерностью 3 дБ, воспользуемся формулой:
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 - степень убывания квадрата модуля передаточной характеристики, измеряемая в децибеллах (дБ):
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2.2. Применение RC-цепочки в качестве фильтра

Рассмотрим еще одну конкретную задачу. Определим выигрыш в отношении сигнал-шум за счет использования НЧ фильтра в виде 
[image: image47.wmf]RC

-цепочки, которая имеет полосу пропускания 5 кГц на уровне -3дБ, если на вход 
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-цепочки подается аддитивная смесь гармонического сигнала частотой 1 кГц и ограниченнного по частоте (
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 кГц)  белого шума.

Пусть на вход НЧ фильтра (рис.3) 
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Рис.3

подается смесь гармонического сигнала с шумом:
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где 
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 - детерминированные амплитуда и частота, 
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 - случайная начальная фаза, равномерно распределенная на интервале 
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 - ограниченный по частоте белый шум с односторонним спектром мощности:
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Отношение сигнал-шум на входе НЧ фильтра естественно определить как отношение средних мощностей сигнала и шума:
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Отношение сигнал-шум на виходе НЧ фильтра:
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[image: image64.wmf]2
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 - дисперсия шума на выходе фильтра.

Выигрыш в отношении сигнал-шум имеет место за счет более интенсивного, по сравнению с сигналом, подавления шума. Количественно такой выигрыш можно определить как отношение отношений сигнал-шум на выходе и входе НЧ фильтра:
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Если обозначить подавление сигнала и шума соответственно:
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тогда выигрыш в отношении сигнал-шум можно записать и так:
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Степень подавления сигнала при НЧ фильтрации:
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где 
[image: image69.wmf])
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 - передаточная характеристика НЧ фильтра.

Дисперсия шума на виходе НЧ фильтр:
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Таким образом, степень подавления шума при НЧ фильтрации:
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Таким образом, решение задачи состоит в проведении расчетов в соответствии с формулами (15)-(17).

1) степень подавления сигнала при НЧ фильтрации:
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2) степень подавления шума при НЧ фильтрации:
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4) выигрыш в отношении сигнал-шум:
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3. Применение окрашенного шума при измерении акустических характеристик комнаты

Попробуем обосновать, в каких случаях при измерении акустических характеристик комнаты целесообразно использовать генератор «розового» шума, а в каких – белого шума. 

Акустическим откликом комнаты именуют спектр сигнала на выходе измерительного микрофона, расположенного в некоторой точке комнаты (например, посредине комнаты), при условии, что в другой точке комнаты расположена некоторая акустическая система (рис.4).


                                                                               Гр                     М

Рис.4

Если цель измерений состоит лишь в измерении акустических характеристик комнаты, тогда на вход акустической системы нужно подавать белый шум, а спектральный анализ проводить в линейном масштабе частот. Покажем это.

Представим комнату как некоторую линейную систему (рис.1) с передаточной характеристикой 
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. Тогда задача измерения акустических характеристик комнаты может быть представлена как задача измерения АЧХ некоторой линейной системы.

Учитывая, что связь между входом и выходом линейной системы на спектральном языке описывается соотношением
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АЧХ системы определяется как модуль отношения преобразований Фурье отклика и воздействия:
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При этом экспериментальные измерения сводятся к последовательной подаче гармонических сигналов разной частоты на вход системы, и измерения отношения амплитуд выходного и входного сигналов.

Другой метод измерений базируется на применении случайного стационарного сигнала в качестве воздействия  
[image: image80.wmf])
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. При этом спектры мощности отклика и воздействия связаны соотношением:
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Если входной процесс – белый шум со спектральной плотностью мощности 
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При этом экспериментальные измерения сводятся к спектральному анализу сигнала на выходе системы, при условии, что на вход системы подается белый шум.

Если конечная цель измерений - такая настройка эквалайзера акустической системы, при которой компенсируются неровности акустической характеристики комнаты, тогда в качестве сигнала 
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 целесообразно использовать не белый шум, а розовый.

Покажем это. 

Если спектр розового шума, начиная с некоторой частоты, имеет вид функции 
[image: image85.wmf]f
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, тогда при идеальной акустической характеристике комнаты имеем:
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Если провести спектральный анализ процесса на выходе микрофона с помощью гребенки 1/3-октавных фильтров (фильтры эквалайзера именно 1/3-октавные):
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где 
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 - соответственно верхняя и нижняя граничные частоты фильтра, тогда мощности процессов на выходе каждого из фильтров гребенки будут одинаковыми. Действительно, рассмотрим два таких смежных фильтра (рис.3) и найдем мощности процессов на выходе каждого :
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Рис.3

Мощность процесса на выходе первого фильтра:
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Аналогично для второго фильтра:
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Таким образом, на выходе каждого из гребенки 1/3-октавных фильтров будет одно и то же значение.

4. Корреляционная функция отклика скользящего усреднителя на воздействие в виде дискретного белого шума
Соотношение свертки в дискретной форме, связывающее воздействие 
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 дискретной линейной системы (цифрового фильтра) имеет вид:
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где 
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 - импульсная переходная характеристика линейной системы.

Произведение 
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Взяв математическое ожидание от обеих частей равенства (19) и полагая 
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В частном случае 
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 с некоррелированными отсчетами
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где 
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Предположим теперь, что линейная система реализует скользящее усреднение:
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где
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Подставляя (24) в (22), получим
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Коэффициент корреляции при этом равен:
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