Лекция 6

Модели гармонического процесса и белого шума

1. Вводные замечания

2. Формулы Винера-Хинчина

3. Модель гармонического процесса

4. Модели белого шума

5. Соотношение неопределенности
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1. Вводные замечания

При аналитических исследованиях процессов и систем используются различные модели сигналов и помех. Примером наиболее часто употребляемой модели сигнала является гармонический процесс
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где амплитуда 
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 полагается детерминированной или случайной величиной, а начальная фаза 
[image: image3.wmf]j

 обычно полагается случайной величиной, равномерно распределенной на интервале (0, 2
[image: image4.wmf]p

). Примером широко распространенных моделей помехи являются ограниченный по частоте белый шум 
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односторонний спектр мощности 
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 которого показан на рис.6.1,а, 
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Рис.6.1

и полосовой белый шум (рис.6.1,б).
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2. Формулы Винера-Хинчина

При аналитических исследованиях наиболее употребительны две модификации пары преобразований Винера-Хинчина (формулы Винера-Хинчина) в соответствии с тем, какой спектр мощности ССП используется – односторонний 
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 или двусторонний 
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Для двустороннего спектра мощности пара преобразований Винера-Хинчина имеет вид “обычной” пары преобразований Фурье, связывающей функции времени 
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Пользуясь четностью функций 
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, соотношение (6.4) можно переписать:
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Поскольку односторонний спектр мощности связан с двусторонним соотношением
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из (6.5) нетрудно получить формулу Винера-Хинчина, связывающую между собой 
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Соотношения (6.4) и (6.7) эквивалентны. При аналитических выкладках удобнее соотношение (6.4). При физической интерпретации явлений и процессов удобнее пара (6.7).

3. Модель гармонического процесса

Функция корреляции процесса (6.1):
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где 
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Из (6.8) с учетом (6.9)-(6.10) получаем
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Двусторонний спектр мощности гармонического сигнала:
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где 
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Односторонний спектр мощности гармонического сигнала:
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Рассмотрим теперь такое важное свойство как эргодичность модели гармонического процесса.

Проверим теперь такое важное качество модели гармонического процесса как эргодичность. Используя полученное ранее соотношение
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и учитывая (6.11), приходим к выводу об эргодичности процесса (6.1) относительно математического ожидания:
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Пользуясь понятием спектра мощности, нетрудно сформулировать условие эргодичности по отношению к МО на спектральном языке:
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Таким образом, гармонический процесс эргодичен по отношению к МО при условии, что его частота не равна нулю (иными словами, спектр мощности не содержит 
[image: image45.wmf]d

-функцию на нулевой частоте).

Рассмотрим теперь эргодичность гармонического процесса (6.1) по отношению к дисперсии.

Полученное ранее соотношение


[image: image46.wmf]ò

ò

»

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

T

T

D

T

T

D

d

R

d

R

T

D

D

0

2

4

0

2

4

*

0

)

(

)

(

1

]

[

2

2

t

t

t

t

t

,                              (3.28)

справедливо в предположении, что анализируемый процесс – гауссовский. Поскольку гармонический процесс, вообще говоря, негауссовский (лишь в частном случае релеевского распределения амплитуды 
[image: image47.wmf]A

 процесс является гауссовским), нам следует воспользоваться выражением
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Здесь
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Очевидно, 
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 только в случае детерминированной амплитуды 
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. Лишь в этом случае выполняется
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Таким образом, гармонический процесс (6.1) эргодичен по отношению к дисперсии при условии, что его амплитуда – величина детерминированная, а его частота не равна нулю (спектр мощности не содержит 
[image: image53.wmf]d

-функцию на нулевой частоте).
Примечание : для гауссовских ССП условие эргодичности можно сформулировать с учетом равенства Парсеваля
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а именно: чтобы гауссовский ССП являлся эргодическим по отношению к дисперсии, спектр мощности такого ССП нигде не должен содержать 
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-функций.
Примечание: аналогично можно показать, что гармонический процесс (6.1) с детерминированной амплитудой 
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 и ненулевой частотой 
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 эргодичен по отношению к корреляционной функции. В этом случае 
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4. Модели белого шума

А. Ограниченный по частоте белый шум

Для ограниченного по частоте белого шума 
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функция корреляции, согласно выражению (6.7), имеет вид:
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Дисперсия и коэффициент корреляции равны соответственно:


[image: image62.wmf]B

N

D

0

=

,                                                              (6.20)


[image: image63.wmf]t

p

t

p

t

B

B

R

2

2

sin

)

(

=

.                                                       (6.21)

Первый нуль функции корреляции (6.19) имеет место в точке 
[image: image64.wmf]B

2

1

0

=

t

, следующие нуль-пересечения следуют с периодом 
[image: image65.wmf]B

2

1

. Таким образом, значения процесса в точках, разделенных промежутками 
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, некоррелированы. В случае гауссова процесса они будут статистически независимыми.
При анализе статистических свойств оценок МО и дисперсии ССП необходимы следующие величины:
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Как видим, для ограниченного по частоте белого шума некоррелированные значения следуют с шагом 
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Примечание: при выводе соотношений (6.22)-(6.23) мы воспользовались соотношениями:
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Из (3.20) с учетом (6.22) следует
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а из (3.28) и (4.12) с учетом (6.23) следует «грубая» оценка сверху:
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Из (4.11) можно получить более точное выражение [1]:
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Б. Полосовой белый шум

Для полосового белого шума
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аналогичным образом получаем:
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Примечание: при выводе формулы (6.28) мы воспользовались соотношением
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При 
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 полосовой БШ превращается в ограниченный по частоте БШ. Поэтому из (6.28)  при 
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что совпадает с (6.19).

Примечание: при выводе формулы (6.28) мы воспользовались соотношением 
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Получим величины, необходимые для анализа дисперсий оценок МО и дисперсии:
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При выводе (6.30) учитывалось, что 
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Полученный результат удобно объяснить на спектральном языке: при 
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 (6.32)

При выводе (6.32) использованы соотношения: 
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Проверить правильность аналитических выкладок, приведших нас к соотношению (6.32), можно с помощью Matlab, используя команды блока символьной математики:

syms tau                   % символьн. переменн.

syms f0 B real          % символьн. параметр

f=(sin(pi*B*tau)/(pi*B*tau))^2*cos(2*pi*f0*tau)^2;       % функц.

int(f,tau,0,inf)                    % интеграл

ans = 

1/8*(-4*signum(f0)*f0+2*B*signum(B)-signum(-B+2*f0)*B+2*signum(-B+2*f0)*f0+signum(B+2*f0)*B+ +2*signum(B+2*f0)*f0)/B^2
Поскольку в полученном выражении все значения знаковой функции signum равны единице, получаем тот же результат, что и в (6.32).

Таким образом, квадратичный интервал корреляции одинаков как для ограниченного по частоте, так и для полосового белого шума, и равен:
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В этой связи интересно рассмотреть графики коэффициентов корреляции для нескольких случаев: 
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 (рис.6.2).

Программа построения графиков:

tau = 0:0.01:4;                   % аргумент коэф.коррел.

f = 0:0.01:5;                       % аргумент спектра мощности

B=1;                                    % ширина спектра мощности

f0=B/2;                                % центральн. частота спектра

G1 = rectpuls(f-f0,B);                          % спектр мощности

R1=sinc(B*tau).*cos(2*pi*f0*tau);       % коэф.коррел.

f0=B; 
G2 = rectpuls(f-f0,B);

R2= sinc(B*tau).*cos(2*pi*f0*tau);

f0=2.5*B; 
G3 = rectpuls(f-f0,B);

R3= sinc(B*tau).*cos(2*pi*f0*tau);

f0=4*B; 

G4 = rectpuls(f-f0,B);

R4= sinc(B*tau).*cos(2*pi*f0*tau);
% ======== построение графиков ============

subplot 421; plot(tau,R1); title(‘R(tau) при f0=B/2’); grid on;

subplot 422; plot(f,G1); axis([0 5 0 1.5]); title(‘G(f) при f0=B/2’); grid on;

subplot 423; plot(tau,R2); title(‘R(tau) при f0=B’); grid on;

subplot 424; plot(f,G2); axis([0 5 0 1.5]); title(‘G(f) при f0=B’); grid on;

subplot 425; plot(tau,R3); title(‘R(tau) при f0=2.5B’); grid on;

subplot 426; plot(f,G3); axis([0 5 0 1.5]); title(‘G(f) при f0=2.5B’); grid on;

subplot 427; plot(tau,R4); title(‘R(tau) при f0=4B’); grid on;

subplot 428; plot(f,G4); axis([0 5 0 1.5]); title(‘G(f) при f0=4B’); grid on;
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Рис.6.2

Комментируя приведенные на рис.6.2 графики, отметим два момента:

1) при выполнении условия 
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 сдвиг спектра полосового БШ по оси частот приводит, как и следовало ожидать, к изменению частоты заполнения коэффициента корреляции, и не меняет формы огибающей функции корреляции (при 
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 такой процесс называют узкополосным);

2) при сдвиге спектра полосового БШ в диапазоне 
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 происходит наиболее существенная трансформация формы коэффициента корреляции, обусловленная тем, что с приближением 
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 к значению 
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 двусторонний спектр имеет вид прямоугольника шириной 
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 - при этом на графике функции корреляции практически невозможно визуально «отделить» огибающую от заполнения.

5. Соотношение неопределенности

Для ограниченного по частоте белого шума из (6.22)-(6.23) следует
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Учитывая, что некоррелированные отсчеты такого шума следуют с периодом 
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, а ширина двустороннего спектра мощности равна 
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, заключаем, что для ограниченного по частоте белого шума произведение интервала времени между некоррелированными отсчетами на ширину двустороннего спектра есть величина постоянная, равная единице.
Поскольку ограниченный по частоте белый шум – хотя и полезная, но грубая модель реальных шумовых процессов, желательно обобщить соотношение (6.33) на случай произвольных низкочастотных шумовых процессов:
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где


[image: image109.wmf]ò

¥

¥

-

=

D

t

t

t

d

R

)

(

2

,                                                         (6.35)


[image: image110.wmf])

(

max

)

(

f

S

df

f

S

F

ò

¥

¥

-

=

D

.                                                         (6.36)

Таким образом, для ограниченного по частоте шума произведение интервала времени между практически некоррелированными отсчетами на эффективную ширину двустороннего спектра есть величина порядка единицы.
Соотношение (6.34), устанавливающее обратно пропорциональную зависимость между 
[image: image111.wmf]t
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 и 
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, именуют соотношением неопределенности.

Нетрудно видеть, что соотношения (6.34)-(6.36) формально справедливы и для полосового ССП – при этом под эффективной шириной двустороннего спектра следует понимать удвоенную эффективную ширину полосы частот, занимаемой полосовым ССП.
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