Лекция 3

Оценки МО и дисперсии ССП для коррелированных отсчетов ССП.

1. Вводные замечания

2. Смещенность и дисперсия оценок МО и дисперсии ССП в предположении коррелированности отсчетов

3. Непрерывная форма оценок МО и дисперсии ССП

4. Семинар: Сопоставление непрерывной и дискретной форм оценок МО и дисперсии ССП
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1. Вводные замечания

В Лекции 1 были получены аналитические выражения для МО и дисперсии оценок МО и дисперсии системы статистически независимых СВ 
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 . Представляет интерес обобщить полученные результаты на случай статистически зависимых СВ.

Полезность такого обобщения можно усмотреть в следующем. Во-первых, при обработке реальных и дискретных по своей природе данных не всегда удается обеспечить их статистическую независимость. Во-вторых, при цифровом анализе случайных процессов, в том числе акустических, приходится оперировать отсчетами случайного процесса 
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, взятыми в дискретные моменты времени 
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 - шаг дискретизации. При этом зачастую 
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 - интервал корреляции СП 
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Наконец, такое обобщение позволит сопоставить полученные результаты с таковыми для непрерывных случайных процессов, отсчеты которых на практике всегда коррелированы. Традиции обработки и анализа непрерывных процессов аналоговыми системами весьма глубоки и насчитывают много десятилетий. Парк аналоговых измерительных средств поэтому весьма значителен. Вместе с тем, в последнее время происходит быстрое развитие технологий цифровой обработки сигналов. Поэтому важно уметь сравнивать алгоритмы аналоговых и цифровых систем обработки по точности измерений.

2. Смещенность и дисперсия оценок МО и дисперсии ССП в предположении коррелированности отсчетов

Для коррелированных  СВ 
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, оценка МО вида (1.6) является несмещенной, поскольку МО суммы коррелированных СВ равно сумме этих СВ.

Несколько сложнее обстоит дело с дисперсией оценки МО:
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Так как 
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где 
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 - символ математического ожидания, 
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 - корреляционный момент СВ 
[image: image14.wmf]i

X

:


[image: image15.wmf]j

i

j

i

ij

X

X

X

X

K

-

=

.

Полагая, что система СВ 
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 представляет собой отсчеты ССП 
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Производя в (3.2) замену переменных
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можно переписать (3.2) в виде:
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Область суммирования в (3.3) показана на рис.3.1.
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Меняя порядок суммирования в (3.3) и учитывая, что 
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Таким образом, из (3.1) с учетом (3.4) и 
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, получаем окончательно
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Для 
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 из (3.5) следует приближенная формула:
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Нетрудно видеть, что в частном случае системы некоррелированных СВ 
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 в (3.5) и (3.6) следует принять 
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 В результате приходим к полученной ранее формуле (1.8).

Перейдем теперь к рассмотрению оценки дисперсии.
Для оценки
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ранее было получено
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Учитывая, что 
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а также то, что 
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 и суммирование во втором слагаемом (1.11) производится лишь для положительных значений 
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 (см. рис.3.1), получим
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Чтобы “отделить” 
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 во втором слагаемом выражения (3.7), необходимо вычислить  сумму вида
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Учитывая, что
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из (3.7) окончательно получаем
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Для 
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 из (3.9) следует приближенная формула:
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В частном случае системы некоррелированных СВ 
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 в (3.9) следует принять 
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Перейдем теперь к нахождению дисперсии оценки дисперсии: 
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проанализируем дисперсию оценки с известным математическим ожиданием, которое для простоты примем равным нулю:
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где обозначение 
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 призвано подчеркнуть то обстоятельство, что 
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 от оценок (1.9) и (3.11) следует ожидать близкой точности.

Итак, сравнивая соотношения (3.11) и 
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а также учитывая соотношение (3.5), приходим к выводу, что 


[image: image61.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

=

»

å

-

=

1

1

2

2

*

0

*

]

[

)

1

(

2

1

]

[

]

[

N

r

X

X

r

K

N

r

D

N

D

D

D

D

&

&

,                                      (3.12)                   

где 
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функция корреляции квадрата системы СВ 
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 гауссовыми, с учетом (1.16), соотношение (3.13) можно переписать так:
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Для 
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 из (3.15) следует приближенная формула:
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В частном случае системы некоррелированных СВ 
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Сравнивая (3.17) с точным выражением для системы некоррелированных СВ 
[image: image71.wmf]i

X



[image: image72.wmf]2

2

)

1

(

2

*

]

[

D

D

D

N

N

-

=

,                                                                           (1.22)

нетрудно убедиться в справедливости предположения о близости результатов для достаточно больших 
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3. Непрерывная форма оценок МО и дисперсии ССП

Рассмотрим оценку МО непрерывного ССП 
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Это оценка несмещенная:
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Для 
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где интервалы корреляции 
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Оценка дисперсии в непрерывной форме:
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МО оценки (3.23):
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Для упрощения выкладок анализ дисперсии оценки (3.23), как и в дискретном случае, подменим анализом оценки дисперсии ССП 
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Тогда


[image: image90.wmf]t

t

t

d

K

T

dt

dt

t

t

K

dt

dt

t

X

t

X

dt

dt

t

X

t

X

D

D

X

T

T

T

T

X

T

T

T

T

T

T

T

)

(

1

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

]

[

2

0

2

0

0

2

1

1

2

2

2

1

0

0

2

1

2

2

1

2

2

1

0

0

2

1

2

2

1

2

2

1

*

0

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

-

=

=

-

=

               (3.26)

Для гауссовского ССП 
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 функция корреляции на выходе квадратичного детектора 
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 связана с функцией корреляции 
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Поэтому
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где
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4. Семинар: 

Сопоставление непрерывной и дискретной форм оценок МО и дисперсии ССП

План семинара:

1. Составить сводную таблицу основных результатов для непрерывной и дискретной форм оценок МО и дисперсии ССП.

2. Как можно объяснить очевидное сходство полученных результатов для непрерывной и дискретной форм оценок МО и дисперсии?

3. Что следует предпринять для увеличения точности измерений МО и дисперсии ССП: а) при использовании непрерывной формы алгоритма измерений; б) при использовании дискретной формы алгоритма измерений? Как наилучшим образом выбрать 
[image: image97.wmf]t
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?

4. Какое отношение имеет рассмотренная тема к вопросу эргодичности ССП?

5. Можно ли применять полученные ранее расчетные соотношения для доверительных интервалов оценок МО и дисперсии в случае коррелированных отсчетов ССП?
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