Лекция 2

Доверительный интервал и доверительная вероятность

1. Вводные замечания

2. Определение понятий доверительного интервала и доверительной вероятности

3. Построение доверительного интервала для оценки математического ожидания

4. Построение доверительного интервала для оценки дисперсии

Литература: Вентцель Е.С. Теория вероятностей. – М., «Наука», 1969.
1. Вводные замечания

Как было показано в предыдущей лекции, достоверность “точечной” (т.е. представляемой одним числом) оценки 
[image: image139.bmp] параметра 
[image: image2.wmf]a

 можно охарактеризовать такими понятиями как смещение, дисперсия и полная ошибка измерений. Такой подход, при котором оцениваемый параметр 
[image: image3.wmf]a

 считается известным, вполне приемлем при аналитических исследованиях, состоящих в сравнении между собой различных оценок с целью выбора наилучшей оценки.

Очевидна, однако, бессмысленность такого подхода при экспериментальных исследованиях – действительно, если параметр 
[image: image4.wmf]a

 известен, зачем тогда его измерять?

Итак, при экспериментальных исследованиях мы располагаем лишь оценкой 
[image: image5.wmf]a

~

. Если эта оценка несмещенная, а дисперсия ее невелика, тогда очевидно, что истинное значение 
[image: image6.wmf]a

 находится где-то “рядом”. Таким образом, информация о смещенности и дисперсии оценки 
[image: image7.wmf]a

~

, с одной стороны, безусловно полезна, поскольку позволяет качественно судить о близости оценки 
[image: image8.wmf]a

~

 к ее к истинному значению 
[image: image9.wmf]a

. С другой стороны, хотелось бы иметь не качественную, а количественную характеристику такой близости.

Как будет показано далее, понятие “доверительного интервала” призвано служить  количественной характеристикой такого рода. Вместе с тем мы увидим, что за такое удобство приходится расплачиваться ценой введения еще одного дополнительного понятия – доверительной вероятности.

2. Определение понятий доверительного интервала и доверительной вероятности

Пусть для параметра 
[image: image10.wmf]a

 экспериментальным путем получена его несмещенная оценка 
[image: image11.wmf]a

~

. Мы хотим оценить возможную при этом ошибку. Назначим некоторую достаточно большую вероятность 
[image: image12.wmf]b

 (например, 
[image: image13.wmf]b

=0.9, 0.95 или 0.99) и отложим влево и вправо от значения 
[image: image14.wmf]a

~

 отрезки длиной 
[image: image15.wmf]e

 (рис.2.1) , так что выполняется
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                                                                Рис.2.1

Перепишем выражение (2.1) в виде 
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Равенство (2.2) означает, что с вероятностью 
[image: image26.wmf]b

 неизвестное значение параметра 
[image: image27.wmf]a

 находится в интервале 
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Отметим важное обстоятельство – интервал 
[image: image29.wmf]b

I

 является случайным в силу случайности величины 
[image: image30.wmf]a

~

. Поэтому величину 
[image: image31.wmf]b

 лучше толковать как вероятность того, что случайный интервал 
[image: image32.wmf]b

I

 накроет детерминированную величину 
[image: image33.wmf]a

, а не как вероятность попадания детерминированной величины в случайный интервал 
[image: image34.wmf]b

I

.

Вероятность 
[image: image35.wmf]b

 принято называть доверительной вероятностью, а интервал 
[image: image36.wmf]b

I

 - доверительным интервалом. Границы интервала 
[image: image37.wmf]b
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: 
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называют доверительными границами.

Примечание 2.1. Вообще говоря, доверительный интервал 
[image: image40.wmf]b

I

 может быть и несимметричным относительно 
[image: image41.wmf]a
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: влево от значения 
[image: image42.wmf]a
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 может откладываться величина  
[image: image43.wmf]1
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, а вправо – величина 
[image: image44.wmf]1
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. Целесообразность оперирования с несимметричным доверительным интервалом будет рассмотрена позднее.

Примечание 2.2. Нетрудно видеть, что соотношение (2.1) “симметрично” относительно величин 
[image: image45.wmf]a

 и  
[image: image46.wmf]a
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, поэтому его можно переписать и так:
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Как видим, доверительная вероятность 
[image: image48.wmf]b

 равна вероятности попадания случайной величины 
[image: image49.wmf]a

~

 в 
[image: image50.wmf]e

-окрестность детерминированной величины 
[image: image51.wmf]a

.
Таким образом, диапазон практически возможных значений ошибки, возникающей при замене 
[image: image52.wmf]a

 на  
[image: image53.wmf]a

~

, будет 
[image: image54.wmf]e

±

. Поэтому перейдем к вопросу нахождения доверительных границ 
[image: image55.wmf]1

a

  и  
[image: image56.wmf]2

a

.

Как уже отмечалось ранее, мы предполагаем, что  
[image: image57.wmf]a

~

 - несмещенная оценка параметра 
[image: image58.wmf]a

. Если бы нам был известен закон распределения величины 
[image: image59.wmf]a

~

, тогда задача нахождения доверительного интервала была бы весьма проста: достаточно было бы найти такое значение 
[image: image60.wmf]e

, для которого выполняеться соотношение (2.1). Затруднение состоит в том, что закон распределения оценки 
[image: image61.wmf]a

~

 зависит от закона распределения СВ 
[image: image62.wmf]X

 и, следовательно, от самого оцениваемого параметра 
[image: image63.wmf]a

.

Обойти это затруднение можно, применяя приближенный прием, а именно: заменяя в выражении для 
[image: image64.wmf]e

 неизвестные параметры закона распределения СВ 
[image: image65.wmf]X

 их точечными оценками. Очевидно, степень грубости такого приема зависит от числа опытов 
[image: image66.wmf]N

: при большом 
[image: image67.wmf]N

 (на практике – начиная с 20
[image: image68.wmf]¸

30) получаются удовлетворительные по точности результаты.

3. Приближенное построение доверительного интервала 

для оценки математического ожидания

Поясним идею приближенного построения доверительного интервала на примере оценивания математического ожидания.

Будем исходить из того, что величина
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распределена по нормальному закону, характеристики которого – математическое ожидание и дисперсия – равны соответственно 
[image: image70.wmf]m

 и 
[image: image71.wmf]N

D

 (см. Лекцию 1). Такое предположение допустимо в силу центральной предельной теоремы, согласно которой закон распределения суммы 
[image: image72.wmf]N

 независимых и одинаково расределенных СВ тем лучше согласуется с нормальным законом, чем больше 
[image: image73.wmf]N

. На практике уже при 
[image: image74.wmf]N

=10
[image: image75.wmf]¸

20 закон распределения суммы можно считать нормальным.
Полагая величину 
[image: image76.wmf]D

 известной, можно найти такую величину 
[image: image77.wmf]b
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, для которой
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или, что то же, 
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Чтобы представить левую часть выражения (2.4) в явной форме, проделаем некоторые предварительные выкладки. Во-первых, учтем, что
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где 
[image: image81.wmf])
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 - функция распределения СВ 
[image: image82.wmf]x

. Для распределенной по нормальному закону СВ 
[image: image83.wmf]x

 плотность распределения описывается соотношением
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Отсюда функция распределения
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Сделав в интеграле (2.7) замену переменной
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приведем его к виду
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Поскольку имеются таблицы нормальной функции распределения
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удобно выразить 
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 через 
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Из (2.5) с учетом (2.11) получаем
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Таким образом, из (2.4) с учетом (2.12) следует
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откуда с учетом соотношения
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получаем
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где 
[image: image96.wmf]N

D

m

=

=

~

s

s

 - среднее квадратическое отклонение оценки 
[image: image97.wmf]m
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.

Интересующее нас значение 
[image: image98.wmf]b
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 получаем из (2.14):
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где 
[image: image100.wmf])
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 - функция, обратная 
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В соотношении (2.15) нам неизвестно значение дисперсии 
[image: image102.wmf]D

. Используя вместо него оценку 
[image: image103.wmf]D

~

, получим окончательное приближенное выражение:
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Таким образом, приближенно решена задача построения доверительного интервала оценки математического ожидания 
[image: image105.wmf]m

~

,  который равен:
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где 
[image: image107.wmf]b

e

 определяется формулой (2.16).

При практических вычислениях удобно пользоваться таблицей (табл.1.1), связывающей между собой величины 
[image: image108.wmf]b

t

 и 
[image: image109.wmf]b

:
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Как следует из соотношения (2.15), величина 
[image: image111.wmf]b
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 определяет для нормального закона число средних квадратических  отклоненй, которое следует отложить вправо и влево от центра рассеивания для того, чтобы вероятность попадания в полученный участок была равна 
[image: image112.wmf]b

. Соотношение (2.17) при этом можно представить в виде:
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                                                                                                                    Таблица 1.1
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0,80
1,282
0,86
1,475
0,91
1,694
0,97
2,169

0,81
1,310
0,87
1,513
0,92
1,750
0,98
2,325

0,82
1,340
0,88
1,554
0,93
1,810
0,99
2,576

0,83
1,371
0,89
1,597
0,94
1,880
0,9973
3,000

0,84
1,404
0,90
1,643
0,95
1,960
0,999
3,290

0,85
1,439


0,96
2,053



4. Построение доверительного интервала для оценки дисперсии

Используя приведенную выше методику построения доверительного интервала для оценки математического ожидания, нетрудно распространить ее и на случай оценки дисперсии 
[image: image122.wmf]D

~

. Отметим лишь некоторые особенности, которые имеют место при этом.

Оценка
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представляет собой сумму 
[image: image124.wmf]N

 случайных величин вида 
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, которые не являются независимыми, т.к. в любую из них входит величина 
[image: image126.wmf]m
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. Однако можно показать, что с увеличением 
[image: image127.wmf]N

 закон распределения их суммы тоже приближается к нормальному. Практически при 
[image: image128.wmf]30
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 он уже может считаться нормальным.


Поэтому аналогично (2.19) получаем
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где 
[image: image130.wmf]D
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 - среднее квадратическое отклонение оценки 
[image: image131.wmf]D
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. В Лекции 1 в предположении нормальности закона распределения СВ 
[image: image132.wmf]X

 было получено выражение для дисперсии оценки 
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Заменяя в (2.21) неизвестную дисперсию 
[image: image136.wmf]D

 ее оценкой 
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, приближенно получим
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Пара соотношений (2.20), (2.22) определяет границы искомого доверительного интервала.
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