Лекция 1

Достоверность результатов измерений параметров закона распределения

1. Точечная оценка и ее качество

2. Смещенность и дисперсия оценок математического ожидания и дисперсии

Литература: Вентцель Е.С. Теория вероятностей. – М., «Наука», 1969.

1. Точечная оценка параметра и ее качество

Результат измерения любой физической величины, - тока, напряжения, плотности, давления и т.д., - удобно трактовать как значение некоторой случайной величины 
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, характеризуемой плотностью распределения вероятностей 
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. Зачастую оправданы предположения о вполне конкретном виде функции 
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. Например, часто  предполагают распределение нормальным: 
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где 
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 и 
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 - МО и стандартное отклонение СВ 
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. При этом естественно оценивать не функцию 
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, а всего два ее параметра - 
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 и 
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, исчерпывающе ее характеризующих. Разумеется, если закон 
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 не является нормальным, тогда параметров 
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 и 
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 недостаточно для полного представления о свойствах СВ 
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 - однако и в этом случае данные параметры по своей важности стоят на первом месте.

Поэтому рассмотрим следующую общую задачу. Пусть имеется случайная величина 
[image: image15.wmf]X

, закон распределения которой содержит неизвестный параметр 
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. Требуется найти подходящую оценку для параметра 
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 по результатам 
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 независимых опытов, в каждом из которых величина 
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 приняла определенное значение.

Обозначим наблюденные значения случайной величины (СВ)
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Их можно рассматривать как 
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 «экземпляров» СВ 
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, т.е. 
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 независимых СВ, каждая из которых распределена по тому же закону, что и СВ 
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.

Обозначим  
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 оценку параметра 
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. Любая оценка, вычисляемая на основе материала (1.1), представляет собой функцию величин 
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и, следовательно, сама является случайной величиной. Такую оценку часто называют точечной, поскольку на практике она представляет собой единственное случайное число.

Разумеется, мы хотим, чтобы эта оценка была “хорошей”. Поэтому предъявим к оценке 
[image: image29.wmf]a
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 следующие требования:

1) оценка должна быть несмещенной, т.е. 
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2) оценка должна быть состоятельной, т.е.
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3) оценка должна быть эффективной, т.е. по сравнению с другими оценками обладала бы наименьшей дисперсией
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На практике часто ограничиваются выдвижением лишь первых двух требований, если оказывается, что формулы для вычисления эффективной оценки неприемлемо сложны.

Ниже будут рассмотрены задачи оценивания (измерения) МО 
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 и стандартного отклонения  
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 для СВ с произвольным законом 
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. Предположение о нормальности этого закона будем применять только тогда, когда это позволит упростить чрезмерно громоздкие аналитические выражения для систематической и случайной составляющих погрешности измерений.

2. Оценки математического ожидания и дисперсии

2.1. Оценка МО

Чтобы упростить выкладки, будем предполагать, что оценки параметров 
[image: image36.wmf]m

 и 
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 СВ 
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 формируются по результатам наблюдения 
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 в 
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 независимых опытах.

В качестве оценки 
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 параметра 
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 естественно взять среднее арифметическое:
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Эта оценка несмещенная, т.к.
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и состоятельная, т.к. ее дисперсия при 
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 стремится к нулю:
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Можно доказать, что если СВ 
[image: image48.wmf]X

 распределена по нормальному закону, дисперсия (1.8) минимально возможна, т.е. оценка (1.6) эффективна (для других законов распределения 
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 это может быть и не так).

2.2. Оценка дисперсии

Перейдем к оценке дисперсии. Попробуем в качестве таковой выбрать величину
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Исследуем математическое ожидание этой оценки, для чего предварительно преобразуем выражение (1.9):
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Нетрудно показать (рис.1.1), что
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Поэтому
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С учетом (1.10), математическое ожидание оценки (1.9):
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Поскольку  
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из (1.11) следует
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Оценка (1.9), таким образом, при конечных 
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 смещенная. Нетрудно видеть, что при 
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 величина смещения 
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 становится пренебрежимо малой. О таких оценках говорят, что они асимптотически несмещенные.

Пример 1.1. Оценим относительную смещенность оценки (1.9) для 
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. Из (1.12) легко получить:
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Поскольку на практике часто приходится иметь дело с небольшим количеством опытов, желательно вместо оценки (1.9) использовать оценку, несмещенную при любом значении 
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. Такой оценкой является величина
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Действительно,
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Найдем теперь дисперсию оценки (1.9):
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Рассмотрим величину 
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(1.15)

Для упрощения анализа соотношения (1.15) учтем, во-первых, что и дисперсия 
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, и ее оценка 
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 не зависят от значения 
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. Поэтому можем принять 
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=0. Кроме того  предположим, что величина 
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 распределена по нормальному закону. В этом случае справедливо соотношение
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Учитывая соотношение (1.16), а также статистическую независимость опытов, согласно которой 
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где 
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· символ Кронекера, можно записать:
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Далее,
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Наконец, 


[image: image83.wmf]å

å

å

å

å

=

=

=

=

=

=

N

i

N

j

N

k

N

l

N

D

kl

ij

N

D

1

1

1

1

3

3

3

4

2

4

2

d

d

.                                                    (1.21)

Окончательно получаем:
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и, учитывая (1.13), 
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Таким образом, обе рассмотренные оценки дисперсии состоятельны, поскольку с увеличением 
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 дисперсии этих оценок стремятся к нулю.

Пример 1.2. Сопоставим относительные дисперсии оценок 
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Из формул (1.22) и (1.23) следует
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Таким образом, относительная дисперсия оценки 
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 всегда меньше, чем оценки 
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, однако с ростом 
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 эта разница становится все менее ощутимой:
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Часто при сравнении конкурирующих оценок оперируют с так называемыми «полными» относительными ошибками:
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 - квадрат смещения оценки параметра 
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 - дисперсия оценки параметра 
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Из приведенных выше формул следует:
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Пример 1.3. Сопоставим полные относительные ошибки оценок 
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Из формулы (1.24) следует
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Приложение

Вычисление МО, дисперсии и стандартного отклонения в Matlab
1. Ввод звукового сигнала в среду Matlab

Из директории c:\windows\media копируем сигнал Tada.wav в свою рабочую папку. Активизируем Matlab и в командном окне отдаем команду:

y = wavread(‘tada.wav’);

В рабочем пространстве появляется переменная у, размер которой:

Size = 42752x2

Т.е. y – двумерный вектор (правый и левый звуковой каналы), каждая компонента которого состоит из 42752 отсчетов.

Форму введенного сигнала можно наблюдать, а сам сигнал – прослушать, с помощью инструментария sptool. Для этого после активизации sptool с помощью меню нужно отдать команду File|Import. В появившемся окне импортирования следует указать Sourse – From Workspase, затем переместить вектор y из рабочего пространства в окошко Data, укзать Import as Signal, выбрать частоту дискретизации (например, 10000), присвоить имя сигналу в среде sptool.

В результате в списке сигналов в главном окне sptool появится новый сигнал. Форму его можно наблюдать после нажатия кнопки View. В появившемся окне наблюдаем график сигнала. Нажатием кнопки с пиктограммой громкоговорителя прослушиваем, как звучит сигнал. Границы озвучивания регулируем с помощью верикальных визиров.

2. Измерение среднего значения сигнала

В командном окне:

>> m = mean(y)

m =

  1.0e-004 *

   -0.2603   -0.1837

Результат – оценка среднего значения сигнала в каждом из каналов.

3. Измерение дисперсии и стандартного отклонения

Вычисление несмещенной оценки дисперсии:

>> vun = var(y)

vun =

    0.0022    0.0022

Вычисление смещенной оценки дисперсии:

>> vbia = var(y,1)

vbia =

    0.0022    0.0022

Стандартное отклонение вычисляется только для несмещенной оценки дисперсии:

>> stdy = std(y)

stdy =

    0.0465    0.0464
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