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Цифровая фильтрация с применением ДПФ
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1. Дописывание нулей для интерполяции спектральных отсчетов

Пара ДПФ
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где 
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, связывает 
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 точек последовательности 
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 с 
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 точками последовательности 
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. Число 
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 обычно определяют, исходя из длительности интервала наблюдения 
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 процесса 
[image: image10.wmf])

(

t

x

 и шага дискретизации 
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Если в роли процесса 
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 выступает отрезок косинусоиды длительностью 
[image: image14.wmf]T

, повысить точность измерения ее частоты можно, увеличивая время наблюдения 
[image: image15.wmf]T

. Однако на практике такая возможность имеется, к сожалению, не всегда. Покажем, что дописывая нули к анализируему отрезку косинусоиды, можно добиться определенного повышения качества измерений ее частоты.

Действительно, как мы уже видели, форма спектрального пика определяется функцией вида:
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именуемой ядром Дирихле [1]. Полуширина ядра Дирихле на уровне первых нуль-пересечений определяется формулой
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откуда интервал между нуль-пересечениями
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Допишем 
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 нулей к исходной последовательности. При этом в ДПФ (1) вместо 
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 нужно использовать 
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Как теперь будет выглядеть спектр гармонического сигнала?

Ширина пика (3) не изменится – она определяется интервалом 
[image: image22.wmf]T

. А вот шаг дискретизации по частоте 
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уменьшится вдвое.

Таким образом, дописывание нулей к исходной последовательности более подробно прорисовывает спектральный пик (2), прежде дискретизированный с шагом 
[image: image24.wmf]w
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.

2. Апериодическая и периодическая свертки

2.1. Формы записи апериодической свертки

При рассмотрении нерекурсивных цифровых фильтров удобно использовать дискретную свертку вида:
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Причина такого удобства проста: вещественной четной функции 
[image: image26.wmf]k
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 соответствует вещественная четная частотная характеристика 
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Между тем, в литературе и в компьютерных программах (например, Matlab) часто используют несколько иную форму записи уравнения свертки:
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Внимательное рассмотрение результатов расчетов коэффициентов нерекурсивных фильтров в Matlab с помощью функции fir1 показывает, что если для функции fir1 принято значение ’noscale’ параметра нормализации ‘normalization’, тогда выполняется:
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Т.е. Matlab дает нам те же коэффициенты КИХ-фильтра – разница лишь в нумерации этих коэффициентов.

Внимательное рассмотрение соотношений (4) и (5) выявляет еще одно различие: в соотношении (5) параметр 
[image: image31.wmf]M

 может быть любым – четным или нечетным, тогда как в соотношении (4) мы работаем всегда с нечетным количеством коэффициентов 
[image: image32.wmf]k

a

. Таким образом, соотношение (5) является более общим. 

В этой связи интересно «честно» осуществить переход от (4) к (5). Сделаем замену переменных:
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Тогда из (4) следует:
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Обозначим
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и сделаем еще одну замену переменных:
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Тогда
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Наконец, обозначая
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получаем
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что совпадает с (5), если принять 
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 и опустить все штрихи при переменных. 

Таким образом, соотношения (4) и (5) отличаются лишь нумерацией коэффициентов фильтра и выходных отсчетов, что, разумеется, никак не сказывается на числовых значениях самих отсчетов – они одинаковы.
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Графически соотношение (5) интерпретируется как «протаскивание» процесса 
[image: image41.wmf]n
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 через ИХ фильтра (рис.1).
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Рис.1

Поскольку ИХ обычно короче отрезка анализируемого процесса, графически удобнее «протаскивать» ИХ сквозь процесс 
[image: image54.wmf]n
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. Аналитически это сводится к такой замене переменных:
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Тогда из (5) получаем
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Графически вычисления в соответствии с уравнением (6) изображены на рис.2.
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Рис.2

Как видно из приведенных рисунков, первые и последние 
[image: image68.wmf]M

 отсчетов процесса 
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y

 соответствуют ситуации переходных процессов, обусловленных финитностью воздействия 
[image: image70.wmf]i

x

. Между ними расположены отсчеты для ситуации установившегося процесса.

Свертку, описываемую соотношениями (5) или (6), именуют «апериодической», поскольку в вычислениях участвуют отсчеты непериодических функций.

2.2. Периодическая свертка

Весьма заманчивой выглядит идея цифровой фильтрации с применением ДПФ, выполняемой в три этапа:

1) с помощью прямого ДПФ вычисляют отсчеты спектра воздействия 
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 и ЧХ фильтра 
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2) вычисляют отсчеты спектра отклика:
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3) с помощью обратного ДПФ вычисляют отсчеты спектра воздействия:
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При этом, в силу свойств ДПФ,
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где символ «
[image: image78.wmf]p

» означает, что здесь мы имеем дело с отсчетами периодических последовательностей 
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, 
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, 
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. Поэтому свертку вида (7) именуют «периодической». Нетрудно видеть (рис.3), что периодичность этих последовательностей отсчетов приводит к отличию результатов вычислений, производимых с помощью соотношений (6) и (7): отсчеты 
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 оказываются неправильными для 
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Рис.3

Дописывая 
[image: image92.wmf]M

 нулей к исходной последовательности и применяя ДПФ на 
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 отсчетов, получаем все правильные отсчеты периодической свертки (рис.4).

                                                                                    
[image: image94.wmf]i

x


                                                                                                                   
[image: image95.wmf]M


                                                                                                                                                               
[image: image96.wmf]i


                                                                                           
[image: image97.wmf]M

N

N

+

=

¢

                                               

                                                                                   
[image: image98.wmf]i

n

a

-


                                                                                                                                                                 
[image: image99.wmf]i


                                                                                    
[image: image100.wmf]n

y


                                                                                          
[image: image101.wmf]M

N

N

+

=

¢

                                                      
[image: image102.wmf]i


Рис.4

3. Свертка длинных последовательностей

На практике весьма типична ситуация, когда длительность 
[image: image103.wmf]L

 исходной последовательности 
[image: image104.wmf]i

x

 столь велика, что имеющийся алгоритм вычислений ДПФ не может с ней справиться.  В этом случае последовательность 
[image: image105.wmf]i

x

 нарезают на сегменты (блоки), каждый из которых подвергают фильтрации с применением ДПФ, а полученные результаты «склеивают». 

Известны два способа такой обработки:

1) перекрытие с суммированием (overlap-add method);

2) перекрытие с накоплением (overlap-save method).

3.1. Перекрытие с суммированием

Алгоритм перекрытия с суммированием состоит из следующих шагов:

1) исходную последовательность 
[image: image106.wmf]i

x

 нарезают на неперекрывающиеся сегменты длиной 
[image: image107.wmf]N

;

2) к каждому сегменту дописывают 
[image: image108.wmf]M

 нулевых отсчетов;

3) осуществляют  фильтрацию сегментов исходной последовательности, применяя ДПФ на 
[image: image109.wmf]M
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 отсчетов;

4) полученные перекрывающися сегменты отклика склеивают, поэлементно суммируя крайние 
[image: image110.wmf]M

 отсчетов.

Схематически эта процедура изображена на рис.5 (места суммирования перекрывающихся отсчетов выделены более жирными линиями).
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Рис.5

3.2. Перекрытие с накоплением

Алгоритм перекрытия с накоплением состоит из следующих шагов:

1) исходную последовательность 
[image: image115.wmf]i

x

 нарезают на перекрывающиеся (на 
[image: image116.wmf]M

 отсчетов) сегменты длиной 
[image: image117.wmf]N

;

2) осуществляют  фильтрацию сегментов исходной последовательности, применяя ДПФ на 
[image: image118.wmf]N

 отсчетов;

3) полученные сегменты отклика склеивают встык, отбрасывая первые и последние 
[image: image119.wmf]M

 отсчетов каждого сегмента.

Схематически эта процедура изображена на рис.6.

                                                                2-й сегмент

                                   1-й сегмент                                          3-й сегмент

                        
[image: image120.wmf]i

x


                       
[image: image121.wmf]k

a


                                    
[image: image122.wmf]M


                         
[image: image123.wmf]n

y


Рис.6
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