Лекция
Окна в цифровой фильтрации и в ДПФ
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1. Окна в цифровой фильтрации

Как известно, окна применяют в задаче синтеза КИХ-фильтров – при этом удается повысить равномерность АЧХ в полосе пропускания и понизить уровень боковых лепестков в полосе задерживания.

Уравнения свертки для КИХ-фильтров могут быть в симметричной или несимметричной форме.

При симметричной форме записи уравнения цифрового фильтра:
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окна
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, удовлетворяющие требованиям:
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обладают существенной особенностью – количество отсчетов 
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 является нечетным.

При несимметричной форме записи уравнения цифрового фильтра:
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величина 
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 может быть произвольной – это значит, что в частном случае 
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 окна 
[image: image8.wmf]k

w

 и 
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 связаны простым соотношением:
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а связь между отсчетами 
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, значениями 
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 и значениями ИХ аналогового фильтра 
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 описывается соотношением (рис.1):
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Рис.1

В другом частном случае – при 
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 - также можно потребовать, чтобы коэффициенты фильтра сохраняли свойство четности. Однако при этом связь между отсчетами 
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 и значениями ИХ аналогового фильтра 
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 должна описывается несколько иным соотношением (рис.2):


[image: image22.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

D

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

D

=

)

2

1

t

N

k

h

t

a

w

k

k

.                                                                      (5)

                                                                                                    
[image: image23.wmf])

(

t

h


                                                                                                0                                                  
[image: image24.wmf]t


                                                                       
[image: image25.wmf]k

k

a

w


                                                                              0      1    2     3     4     5                                 
[image: image26.wmf]k


Рис.2

Заметим, что именно такой принцип выбора произвольного порядка фильтра (а не только четного) используется в программе Matlab – как в пакетах sptool, fdatool, так и в отдельных функциях. Поэтому в результате расчета КИХ-фильтров произвольного порядка всегда получаются «центросимметричные» наборы коэффициентов.

2. Окна в ДПФ

2.1. Зачем окна в ДПФ?

Поскольку ДПФ можно трактовать как гребенку узкополосных двухканальных КИХ-фильтров (один канал - с вещественной косинусной ИХ, другой – с мнимой синусной):
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постольку справедливо и на ДПФ распространить выводы о целесообразности применения окон. Можно, конечно, задать вопрос – зачем применять окна в ДПФ? Ведь здесь не стоит задача обеспечения гладкости ЧХ в полосе пропускания! Это верно, однако остается задача подавления боковых лепестков ЧХ в полосе задержания – известно, что уровень таких лепестков составляет –13 дБ. В результате сильна гармоника, не попавшая в узел сетки частот, будет маскировать слабую и близкую по частоте гармонику – причиной тому как раз высокий уровень и низкая скорость спадания уровня боковых лепестков функции Дирихле. 
2.2. Четность и нечетность количества отсчетов

В работе Хэрриса [3], специально посвященной применению окон в ДПФ, рассмотрены только так-называемые «ДПФ-четные» окна. Это окна, получаемые из симметричных относительно начала координат окон путем отбрасывания последнего отсчета. Действительно, поскольку в исходных окнах – нечетное количество отсчетов, результирующие окна всегда состоят из четного количества отсчетов. Такой подход был вполне обоснован в момент написания статьи Хэрриса, когда предполагалось, что базовый параметр алгоритма БПФ 
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 должен быть только степенью двойки, а значит - 
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 всегда было четным. Впоследствии, однако, были разработаны модификации алгоритма БПФ практически для любых значений параметра 
[image: image30.wmf]N

. В этом смысле результаты Хэрриса оказываются несколько «устаревшими», поскольку соответствуют частному случаю четных 
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.

2.3. «Симметричность» и «периодичность» окон

И второе замечание по поводу статьи Хэрриса. Используемый там принцип «отбрасывания» последнего отсчета симметричного окна приводит к появлению несимметричных, хотя и «периодичных» (вследствие цикличности свертки, реализуемой с помощью БПФ) окон. У «периодичных» окон последняя точка окна не равна первой точке, а равна второй точке окна – благодаря этому стыки периодов получаются «идеальными» и «без излишеств». 

Между тем, вполне правомерно существование «симметричных» окон, у которых последний отсчет равен первому. Здесь стык периодов тоже получается «идеальным», даже «с запасом».

Возможно, «периодичные» окна чуть лучше «симметричных» при малых 
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 в том смысле, что меньше укорачивают сигнал. Однако при достаточно больших 
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 это различие не должно быть заметным. Поэтому правильнее смотреть на данную ситуацию как на стремление к теоретической полноте описания всех возможных ситуаций. Принципиальное же практическое значение это различие вряд ли имеет.

Тем не менее, в пакете Matlab (по крайней мере в его последних версиях) в функциях генерирования окон предусмотрен параметр, позволяющий управлять периодичностью-симметричностью окон. Например, для окна Ханна:

W = hann(N, ‘sflag’),

где строковый параметр ‘sflag’ может принимать два значения: ‘symmetric’ (принимается по умолчанию) или ‘periodic’. Аналогичен синтаксис практически всех остальных окон.

2.4. Критерии качества окон

Для сравнения окон между собой необходимо использовать некие критерии качества. При этом следует заметить, что сравниваются не сами окна, а их спектральные образы. 

В статье Хэрриса [3] окна сопоставляются по 9-ти параметрам, первые два из которых: 1) относительный уровень первого бокового лепестка; 2) скорость спада боковых лепестков (дБ/октаву).

Шрюфер [2] рассматривает три параметра: 1) относительный уровень первого бокового лепестка; 2) максимальная ошибка дискретизации – относительный уровень гармонического сигнала, попавшего посредине между узлами сетки частот; 3) ширина основного лепестка на уровне –3дБ.

Сергиенко [1] практически ограничивается единственным параметром - относительным уровнем первого бокового лепестка.

Следуя работе [2], приведем основные параметры некоторых наиболее известных окон (табл.1).

                    Табл.1.

Тип окна
Боковой лепесток
Макс.ошибка

 дискретизации
Ширина основн.лепестка

Прямоугольное
-13 дБ = 0,224
0,64
0,45
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Треугольное
-27 дБ = 0,045
0,81
0,64
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Ханна
-32 дБ = 0,025
0,85
0,72
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Хэмминга
-43 дБ = 0,007
0,82
0,65
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Блэкмена
-58 дБ = 0,001
0,88
0,84
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2.5. Примеры окон

Приведем несколько примеров весовых окон 
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 и соответствующих им спектральных окон 
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Приведенные на рисунках окна 
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 задавались в дискретных точках 
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, а соответствующие им окна 
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 вычислялись как функции безразмерной переменной 
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. Это означает, что производилось оперирование не с ДПФ, а с дискретно-непрерывной формой преобразования Фурье (в литературе эту форму иногда называют “конечным преобразованием Фурье” – здесь функция времени дискретна и конечна, спектр непрерывен и периодичен). На графиках приведены результаты вычислений для симметричных окон 
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, заданных на симметричном интервале времени. В приводимых ниже аналитических выражениях весовое окно дано в симметричной и несимметричной («ДПФ-четной») формах, а спектральное окно – только для несимметричной формы.

Прямоугольное весовое окно (окно Дирихле) и соответствующее спектральное окно:
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Треугольное весовое окно (окно Фейера и Бартлетта) и соответствующее спектральное окно:
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Заметим, что в работе [1], которая отражает более современную точку зрения и  состояние программы Matlab, дано несколько модификаций треугольного окна, причем треугольное окно не отождествляется с окном Бартлетта.

Весовое окно Хэннинга (Ханна) и соответствующее спектральное окно:
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Весовое окно Хэмминга и соответствующее спектральное окно:

[image: image61.wmf]2

,

,

1

,

0

,

1

,

,

2

2

cos

46

,

0

54

,

0

)

(

N

N

n

для

N

n

n

w

L

c

K

K

-

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

p

,                      (14.6а)


[image: image62.wmf]1

,

,

1

,

0

2

cos

46

,

0

54

,

0

)

(

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

N

n

для

N

n

n

w

L

н

K

p

                             (14.6б)


[image: image63.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

=

N

D

N

D

D

W

L

н

p

q

p

q

q

q

2

2

23

,

0

)

(

54

,

0

)

(

.                                          (14.6в)

Для весового окна Кайзера-Бесселя (на рис.14.5 
[image: image64.wmf]3
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) и соответствующего спектрального окна в [3] приведены только “симметричные” варианты:
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Весьма поучителен нижеследующий пример, свидетельствующий о пользе взвешивания отрезков реализаций окном 
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Решается задача обнаружения слабой спектральной линии в присутствии интенсивной близко расположенной линии (соотношение амплитуд гармоник 
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=1:0,01). Если обе спектральные линии попадают в узлы сетки частот (
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), то каждая из них отчетливо видна в оценке спектра амплитуд (рис.14.6). Однако как только более интенсивная спектральная линия попадает в промежуток между узлами сетки частот (
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), боковые лепестки этой линии полностью маскируют слабый сигнал (рис.14.7).
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Применяя весовые окна с меньшим уровнем боковых лепестков и большей скоростью спада уровня боковых лепестков, удается в определенной степени подавить указанный эффект (рис.14.8-14.11).

[image: image72.jpg]. {5 A
Cimgnt ‘s &

Puc.14.8 Tpeyrowsiioe okso.



                             [image: image73.jpg]AN Axaawtyas
Curian ) Sns o
Curnan 2 150 ot

—
I EEEEEEREIE]

Pitc.14.9 Okno cos® (are/N).




[image: image74.jpg]G i
. AN®  Aunaxtyzs

Guruzny “ige” Then

Cuirnan 2 1 got

e

IR EEEE R

Puc.14.10 Oxso Xammuira,



                              [image: image75.jpg]SHe

AN® Aunmryas
wriany s
LI

I

P

Puc. 1411 4-srewioe oxmo Kaftacpa — Beccens.










_1112454905.unknown

_1112455293.unknown

_1112455882.unknown

_1112458173.unknown

_1112469254.unknown

_1112469263.unknown

_1112470482.unknown

_1112464059.unknown

_1112456671.unknown

_1112456726.unknown

_1112456045.unknown

_1112456617.unknown

_1112455687.unknown

_1112455435.unknown

_1112455233.unknown

_1112455270.unknown

_1112455049.unknown

_1069828630.unknown

_1112454447.unknown

_1112454601.unknown

_1112454448.unknown

_1069829936.unknown

_1069830646.unknown

_1069868530.unknown

_1112242897.unknown

_1069868709.unknown

_1069868486.unknown

_1069830628.unknown

_1069830633.unknown

_1069830127.unknown

_1069829483.unknown

_1069829821.unknown

_1069829496.unknown

_1069828640.unknown

_1069828965.unknown

_1069827379.unknown

_1069827584.unknown

_1069828416.unknown

_1069828430.unknown

_1069828519.unknown

_1069827736.unknown

_1069827394.unknown

_1069826422.unknown

_1069826468.unknown

_1069827356.unknown

_1069826419.unknown

_1069826416.unknown

