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1. Идея преобразования Гильберта
Интересно попытаться представить себе, как могла появиться идея преобразования Фурье. Если предположить, что она появилась не «просто так», а в обеспечение некоторой практической необходимости, тогда это можно представить как разработку способа вычисления огибающей сигнала 
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В теории и практике радиосвязи широко применяются амплитудно-модулированные сигналы – сигналы вида
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где передаваемая информация содержится в функции 
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, именуемой «огибающей сигнала 
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». Частота 
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 «несущего» гармонического колебания обычно намного выше верхней граничной частоты низкочастотного колебания 
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, что дает повод называть такие сигналы «узкополосными». Например, верхняя граничная частот речевого сигнала близка значению 3,5 кГц, а музыкального сигнала – 20 кГц, тогда как несущие частоты современных радиопередатчиков и радиоприемников составляют, как минимум, сотни кГц (табл.1):

                                                      Таблица 1
Наименование диапазона
Диапазон частот

ДВ
150-250 кГц

СВ
530-1600 кГц

КВ1
9,5-9,8 МГц

КВ2
11,7-12 МГц

Поскольку полезная информация содержится в огибающей 
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, цель работы АМ-радиоприемника состоит в «вычислении» этой огибающей по результатам наблюдения сигнала 
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Рассмотрим простейший сигнал в виде гармоники:
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огибающая которого, как «очевидно», равна 
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. Поскольку 
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, возникает мысль об использовании некоего вспомогательного сигнала
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с помощью которого огибающая 
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 теперь может быть определена так:
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Поскольку
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приходим к выводу, что вспомогательный сигнал в данном простейшем случае может быть получен из основного путем его пропускания через фазосдвигающую (на 
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) систему. Применительно к комплексному представлению гармонических сигналов:
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это означает, что частотная характеристика 
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 фазосдвигающей системы имеет вид:
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2. Определения преобразования Гильберта

А. Определение через сдвиг по фазе на 
[image: image20.wmf]2

p


Обобщим рассмотренный выше простой пример на случай произвольного сигнала 
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. С этой целью вспомним, что с помощью преобразования Фурье сигнал 
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 можно представить в виде бесконечной суммы комплексных гармоник бесконечно малой комплексной амплитуды 
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где
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Обозначим 
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 - преобразование Фурье вспомогательного сигнала 
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полученного из сигнала 
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 путем пропускания через фазосдвигающую систему:
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Тогда
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Комплексная функция 
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 может быть представлена в форме:
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где 
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Таким образом, преобразование Гильберта можно трактовать как операцию над спектром сигнала, при которой амплитудный спектр практически не изменяется (за исключением подавления постоянной составляющей), но зато фаза претерпевает существенные изменения – скачком уменьшается на 
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 для положительных частот и увеличивается на 
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 для отрицательных частот.
Б. Определение через свертку

Поскольку
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преобразование Гильберта функции 
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 может быть представлено в виде свертки 
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Умножая обе части соотношения (4) на 
[image: image43.wmf])

sgn(

f

j

, получим обратное преобразование Гильберта на частотном языке:
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которому соответствует обратное преобразование Гильберта на временном языке:
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3. Аналитический сигнал

Преобразование Гильберта весьма удобно при анализе электрических цепей и сигналов. Действительно, образуем комплексный сигнал (такой сигнал называют аналитическим):
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Представляя сигнал 
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приходим к выводу, что огибающую 
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 тогда можно определить соотношением
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а мгновенную фазу сигнала 
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Тогда мгновенная частота сигнала 
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 определится соотношением
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Таким образом, благодаря применению преобразования Гильберта весьма просто определяются такие понятия как огибающая, мгновенная фаза и мгновенная частота сигнала 
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 даже в тех случаях, когда форма сигнала 
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 существенно отличается от формы гармонического сигнала.

Найдем теперь преобразование Фурье аналитического сигнала 
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Учитывая соотношение (15.6), приходим к соотношению:
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Т.о. спектр аналитического сигнала равен нулю для отрицательных частот и равен удвоенному спектру исходного вещественного сигнала для положительных частот. 

Нетрудно видеть, что с помощью преобразования Гильберта удается уйти от такого «странного» понятия как «отрицательные частоты». Правда, достигается это удобство ценой введения не менее странного понятия «комплексного сигнала». Впрочем, на практике оказывается, что переход от вещественного сигнала к комплексному – вещь вполне реальная, физически осуществимая в виде двухканальных систем. Примером таких систем являются оптимальные обнаружители сигналов с неизвестной фазой. 

4. Вычисление преобразования Гильберта

Из (15.17) следует:
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и, следовательно,
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Соотношение (15.20) обычно используют для нахождения преобразования Гильберта аналитическим методом, т.е. «на бумаге». 

Для вычисления преобразования Гильберта с помощью ЭВМ используют соотношение (4). В результате получают трехшаговый алгоритм:
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2) применяют соотношение (4) для вычисления спектра 
[image: image65.wmf])

(

~

f

X

:


[image: image66.wmf])

(

)

sgn

(

)

(

~

f

X

f

j

f

X

-

=

;

3) вычисляют сигнал 
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4. Примеры преобразования Гильберта

Пример 1. Рассмотрим случай гармонического сигнала в виде бесконечной косинусоиды:
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Преобразование Фурье сигнала (15.19):
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Тогда на основании (15.20)
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Из (15.23) и (15.25) следует, что огибающая 
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. Это совпадает с “обычным” представлением об огибающей гармонического сигнала.

Пример 2. Для сигнала в виде бесконечной синусоиды 
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аналогично вышеприведенному находим
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Из (15.26) и (15.28) следует, что огибающая 
[image: image76.wmf]1

)

(

=

t

A

, как и в случае бесконечной косинусоиды, что вновь совпадает с “обычным” представлением об огибающей гармонического сигнала.

Пример 3. Рассмотрим так называемый “узкополосный сигнал”, огибающая которого 
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Напомним, что к классу узкополосных относят сигналы, ширина спектра огибающей 
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 которых существенно меньше центральной (несущей) частоты 
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 (рис.1). Учитывая, что произведению сигналов во временной области соответствует свертка их преобразований Фурье в частотной области:
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Рис.1

на основании (15.20) получаем:
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Огибающая сигнала:
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что также согласуется с “обычным” представлением об огибающей узкополосного сигнала.

5. Свойства преобразования Гильберта

Перечислим несколько свойств преобразования Гильберта, часть которых легко получить из основных определений, а доказательства остальных получаются путем использования теоремы Парсеваля и свойств преобразования Фурье [1].

9) Линейное свойство:
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для произвольных функций и постоянных.

2) Свойство сдвига:
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3) Преобразование Гильберта преобразования Гильберта:
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4) Свойство четности и нечетности:

если 
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5) Свойство подобия:
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6) Энергетическое свойство:
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6) Свойство ортогональности:
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7) Свойство свертки:
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8) Отсутствие коммутативности:
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т.е. операции преобразования Фурье и преобразования Гильберта нельзя менять местами.

9) Свойство модуляции:
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Последнее свойство справедливо для сигналов с ограниченным спектром:
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при выполнении условия
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Приложение

Преобразование Гильберта отрезка гармоники
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Преобразование Гильберта:   [image: image120.wmf]m
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