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Лекция 14

Быстрое преобразование Фурье. Спектрограмма
1. Быстрое преобразование Фурье

2. Спектрограмма
3. Анализ речи
4. Синтез речи
Литература: 

1. What is the Fast Fourier Transform? – IEEE Trans. on Audio and Electroacoustics, June 1967, v.AU-15, Nomber 2. –pp.45-55.
Вводные замечания

Пару ДПФ часто записывают в виде:
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 - отсчеты сигнала, 
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 - коэффициенты ДПФ.

1. Быстрое преобразование Фурье (БПФ)

Для вычисления одного элемента последовательности 
[image: image5.wmf],
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 необходимо примерно 
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 операций комплексных умножений и сложений, если вычисления производить «в лоб», т.е. в соответствии с соотношением (1). БПФ – это «хитроумная» схема вычислений, при которой количество вычислительных операций удается сделать существенно меньшим. Например, если 
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 - степень двойки, тогда количество вычислительных операций пропорционально величине 
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. Преимущества алгоритма БПФ быстро увеличиваются с ростом 
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, что существенно при обработке массивов большой размерности.

Еще более заметен выигрыш алгоритма БПФ при обработке двумерных массивов чисел, например, при обработке изображений. В этом случае необходимо 
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 операций против 
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 при «лобовых» вычислениях.

Существует несколько разновидностей алгоритма БПФ. Следуя работе [3], изложим две модификации алгоритма БПФ: с прореживанием по времени и с прореживанием по частоте. При этом рассмотрим случай, когда 
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 - степень двойки
А. Прореживание по времени

Разделим последовательность 
[image: image13.wmf]n

X

, состоящую из 
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 отсчетов, на две подпоследовательности 
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 и 
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, каждая из 
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 отсчетов (рис.1).

Отсчеты 
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Y

 образованы из четных отсчетов исходной последовательности 
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, а отсчеты 
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 - из нечетных:
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Поскольку подпоследовательности 
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 и 
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Z

 состоят из 
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 отсчетов каждая, ДПФ для них имеет вид:
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Нам нужна последовательность 
[image: image26.wmf]k

A

, которую мы можем представить через четные и нечетные элементы исходной последовательности 
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:
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                                          Рис.1                                                                                  Рис.2

Поскольку 
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 и 
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 периодичны с периодом 
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, можем записать:
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Таким образом, первые 
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 и последние 
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 отсчетов ДПФ от 
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 могут быть получены комбинацией отсчетов ДПФ двух подпоследовательностей 
[image: image38.wmf]n

Y

 и 
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. На рис.2 представлен сигнальный граф, наглядно представляющий процедуру конструирования отсчетов 
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 из отсчетов 
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 и 
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 для случая 
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                                                 Рис.3                                                                           Рис.4

Поскольку нам удалось задачу вычисления 
[image: image46.wmf]N

-точечного ДПФ редуцировать к задаче вычисления двух 
[image: image47.wmf]2
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-точечных ДПФ, естественно попытаться “развить” успех в данном направлении. На рис.3 и 4 показаны два следующих аналогичных шага, после которых отсчеты сигнала 
[image: image48.wmf]n
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 оказываются связаными с коэффициентами ДПФ 
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A

  своеобразными нитями-операциями, похожими на своеобразную «бабочку».

Итак, для случая 
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 вычисления совершаются в 3 этапа. На первых двух этапах вычисляются некие “промежуточные” массивы из 8 точек каждый. На третьем этапе вычисляется “окончательный” 8-точечный массив. Для вычисления каждого элемента этих 3-х массивов необходимо выполнить одно комплексное умножение и одно комплексное сложение – итого 
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 комплексных умножений и сложений вместо 
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 комплексных умножений и сложений при “лобовых” вычислениях.

Обобщая наши рассуждения на случай 
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-точечных массивов, заключаем, что для вычислений в соответствии с алгоритмом БПФ необходимо 
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 комплексных умножений и сложений, тогда как при прямых вычислениях требуется 
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 операций.

Б. Прореживание по частоте

Как и прежде, разделим последовательность 
[image: image56.wmf]n
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 на две подпоследовательности 
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 и 
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, каждая из 
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 отсчетов. Однако теперь 
[image: image60.wmf]n

Y

 будет состоять из первых 
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 отсчетов, а 
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 - из последних 
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 отсчетов:
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Тогда
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Рис.7

А теперь рассмотрим четные и нечетные отсчеты массива 
[image: image69.wmf]k

A

, т.е. осуществим прореживание по частоте:
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Тогда для четных отсчетов
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В соотношении (8) мы узнаем 
[image: image72.wmf]2
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-точечное ДПФ массива 
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+
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, представляющего собой сумму первых 
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 и последних 
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 отсчетов исходного временного массива 
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. Аналогично, для нечетных спектральных отсчетов
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В соотношении (9) мы узнаем 
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-точечное ДПФ массива 
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, представляющего собой взвешенную разницу первых 
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 и последних 
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 отсчетов исходного временного массива 
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Итак, нам снова удалось задачу вычисления 
[image: image84.wmf]N

-точечного ДПФ редуцировать, хотя и несколько иным способом, к задаче вычисления двух 
[image: image85.wmf]2
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-точечных ДПФ. Сигнальный граф для этого случая показан на рис.5. Развивая эту идею, совершаем два следующих аналогичных шага (рис.6 и 7). 

Таким образом, при прореживании по частоте, как и при прореживании по времени, процедуру вычислений делят на 
[image: image86.wmf]N
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 этапов. При этом на каждом этапе на вычисление элементов 
[image: image87.wmf]N

-точечного массива затрачивается 
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 комплексных сложений и умножений. В результате вычисления производятся примерно за 
[image: image89.wmf]N
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 комплексных сложений и умножений против 
[image: image90.wmf]2

N

 при “лобовых” вычислениях.

2. Спектрограмма

Спектрограммой сигнала называется его мгновенный спектр, зависящий от времени:
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Для вычисления спектрограммы дискретного сигнала его разбивают на сегменты (возможно, с перекрытием). Для каждого сегмента вычисляют его спектр в виде коэффициентов ДПФ. Набор спектров и образует спектрограмму (Рис.8).
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Рис.8

Разрешающая способность по частоте такого спектрального анализа определяется величиной 
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, а разрешающая способность по времени – величиной 
[image: image102.wmf]1

T

, если сегменты анализируемого процесса не перекрываются. Если же сегменты перекрываются, то разрешение по времени может быть равным даже 
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, где 
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 - число отсчетов сегмента, подвергаемый преобразованию Фурье (число 
[image: image105.wmf]1

N

 часто называют поэтому параметром БПФ и принимают равным степени 2). Однако на практике степень перекрытия выбирают из неких “разумных” предпосылок, поскольку при чересчур высокой степени перекрытия объем вычислений может стать неприемлемо высоким.

Один и тот же термин “спектрограмма” применяют как к комплексной функции частоты и времени, так и к ее модулю (набору амплитудных спектров).

В программе Matlab для получения комплексного массива B используют функцию specgram c синтаксисом:

B = specgram(x, Nfft, Fs, window, numoverlap),

где x - массив отсчетов исходного сигнала; Nfft - параметр ДПФ, вычисляемого с помощью алгоритма БПФ; Fs - частоты дискретизации сигнала; window - окно для взвешивания сегментов сигнала; numoverlap - количество перекрывающихся отсчетов сегментов.

При использовании синтаксиса:

specgram(x, Nfft, Fs, window, numoverlap)
вычисляется и строится модуль массива B, т.е. набор амплитудных спектров. Уровень значений этих амплитудных спектров кодируется цветом.

3. Пример вычислений спектрограммы в Matlab из командного окна

После указания пути к папке по имени \toolbox\signal\signal где находятся необходимые для работы исходные данные и программы, откройте файл mtlb.mat – в рабочем пространстве при этом появится информация о считывании в среду Matlab двух переменных – одномерного вещественного массива по имени mtlb из 4001 отсчета, и числа Fs = 7418. 

Сигнал mtlb (слово “Matlab”) можно прослушать с помощью команды:

>> wavplay(mtlb,Fs,'async')

где параметр 'async' означает, что воспроизведение сигнала производится в асинхронном режиме.

С помощью команд

>> t=1:4001;

>> plot(t,mtlb);
можно построить график сигнала mtlb (рис.9).
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Рис.9

Теперь сформируем окно Бартлетта протяженностью 512 отсчетов:

>> win = bartlett(512);

график которого можем просмотреть с помощью команд

>> x=1:512;

>> plot(x,win)
Наконец, отдадим команду

>> specgram(mtlb,512,Fs,win,256);

и наблюдаем спектрограмму, состоящую (при данных значениях параметров) из 14 спектров сегментов (рис.10).
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Рис.10

Нетрудно подсчитать, что длительность анализируемого сигнала составляет 
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, диапазон анализируемых частот равен [0,Fs/2], т.е. [0, 3709]Гц. 

Для Nfft = 512 получаем, что длительность сегмента равна 
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, разрешающая способность по частоте составляет 
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Гц. Для степени перекрытия 256 отсчетов разрешение по времени составляет 
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