Лекция
ДПФ как гребенка цифровых фильтров

1. ДПФ как гребенка цифровых фильтров
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1. ДПФ как гребенка цифровых фильтров

Поскольку
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можем записать ДПФ в виде
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Нетрудно видеть, что соотношение (1) представляет собой периодическую свертку 
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 отсчетов процесса 
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 коэффициентами КИХ фильтра:
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Как видим, коэффициенты этого фильтра зависят еще и от переменной 
[image: image7.wmf]r

, что позволяет говорить не о единственном фильтре, а о гребенке фильтров. Поскольку длина ИХ фильтров равна длительности процесса 
[image: image8.wmf])
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, в результате периодической свертки на выходе каждого из фильтров получаем единственный правильный отсчет, наблюдаемый в момент времени 
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Особенность рассматриваемых фильтров в том, что ИХ – комплексные. Вещественная часть ИХ представляет собой отрезок косинусоиды на несимметричном интервале времени 
[image: image10.wmf]]
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, а мнимая – отрезок синусоиды. Поскольку косинусоида и синусоида связаны между собой преобразованием Гильберта, можно говорить, что мы имеем дело с гребенкой двухканальных фильтров, действительная и мнимая части ИХ которых связаны преобразованием Гильберта.

На рис.1а и 1б показаны действительные и мнимые части ИХ этих фильтров для случаев 
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 и 
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, соответственно.

N=8;

k=1:N; r=1;

a(k)=exp(sqrt(-1)*2*pi/N*(k-1)*r);

subplot(1,2,1), stem(0:N-1,real(a(k))); 

title(‘Real, r=1’);

subplot(1,2,2), stem(0:N-1,imag(a(k)));
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Рис.1а. 
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Рис.1б. 
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Определим частотную характеристику вещественного канала этих фильтров. 
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Подставляя (2) в (3), получим
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Здесь выражение
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представляет собой сумму членов геометрической прогрессии 
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 - начальный член, 
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 - знаменатель прогрессии), вычисляемую по известной формуле:
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Подставляя в (6)
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получим
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Аналогично
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Используя функцию Дирихле [1]:
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получаем:
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В терминах линейной частоты:
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Заменяя 
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 на 
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 и вводя нормированную частоту 
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, поучим удобную для построения графиков функцию:
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График АЧХ вещественной части фильтра (10в) для 
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 показан на рис.2.

r = -8:0.1:8;

N=16; r0=4;

j=sqrt(-1);

Xd=abs(exp(-j*pi*(r-r0)*(1-1/N)).*diric(2*pi*(r-r0)/N,N)+exp(-j*pi*(r+r0)*(1-1/N)).*diric(2*pi*(r+r0)/N,N));

Xd=Xd*N/2;

plot(r,Xd);

grid on
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Рис.2

В силу свойств преобразования Гильберта, частотная характеристика мнимого канала фильтров:
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Поэтому график АЧХ мнимой части фильтра идентичен приведенному на Рис.2.

Как видно из приведенных рисунков, АЧХ отдельного 
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-го фильтра представляет собой АЧХ некоего узкополосного фильтра. Поэтому ДПФ можно интерпретировать как гребенку из 
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 узкополосных фильтров, “расставленных по частоте ” с шагом  
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Нетрудно видеть, что АЧХ гребенки фильтров в точности повторяют амплитудные спектры отрезка гармоническогосигнала. Такие фильтры называют “согласованными” или “оптимальными”, в смысле максимизации отношения сигнал-помеха при обнаружении гармонических сигналов на фоне помех. О таких фильтрах мы будем говорить позднее, когда будем специально рассматривать задачу синтеза оптимального приемника сигналов, принимаемых на фоне случайных помех – такая задача возникает в активной локации. 

Если же речь идет о применении ДПФ для спектрального анализа, т.е. для выявления “скрытых периодичностей”, тогда приходим к выводу, что частотная характеристика этих фильтров не очень качественна – уровень боковых лепестков близок –13дБ, в результате сквозь них просачивается энергия гармоник, частоты которых существенно отличаются от центральной частоты полосы пропускания фильтра. В этой связи возникает вопрос о возможности улучшения этих ЧХ. Такой способ нам уже известен - это взвешивание коэффициентов фильтра “окнами”, т.е. функциями с определенным свойствами. В результате применения окон ДПФ приобретает вид:
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где 
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 - функция окна.

Как это обычно бывает, применение окон что-то улучшает, а что-то - ухудшает.

Об улучшениях мы уже говорили – это подавление уровня боковых лепестков.

Ухудшения:

1) расширяется главный лепесток АЧХ фильтра, т.е. ухудшается разрешающая способность спектрального анализа;

2) укорачивается анализируемый сигнал, что следует учитывать при блочной обработке длинных последовательностей.
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