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1. Вводные замечания
Напомним вкратце сущность синтеза КИХ фильтров методом обратного преобразования Фурье. В случае расчета низкочастотных КИХ-фильтров с линейной ФЧХ порядка 
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, вычисляют [1] по формуле:
[image: image3.png]jH(w) exp(jokAnde ,
2,



                                               (1)
где 
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, - ЧХ идеального цифрового НЧ-фильтра, имеющая вид прямоугольника (рис.1) единичной высоты и шириной 
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  - граничная частота полосы пропускания; 
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 - период дискретизации; 
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 - частота дискретизации.
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Рис.1

Алгоритм фильтрации при этом имеет вид:
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где хп и уп - отсчеты входного и выходного сигналов в момент времени 
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 -период дискретизации.
Поскольку функция 
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 вещественная и четная, из (1) следует 
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, вследствие чего ЧХ синтезированного цифрового фильтра 
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 может быть представлена в виде суммы взвешенных косинусоид:
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Практические расчеты выполняют по рекуррентной схеме:
1)   задавая некоторое начальное (небольшое) значение N, по формуле (1) вычисляют коэффициенты 
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2)   пользуясь формулой (3), вычисляют разницу 
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3)   анализируя 
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, принимают решение о необходимости увеличения N и повторения расчетов по пп.1)-3).
Из-за явления Гиббса разница  
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 не может быть меньше 9% [1-3]. Поэтому алгоритм (2) обычно модернизируют, вводя вспомогательные весовые функции 
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, именуемые «окнами»:
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Многочисленные исследования показали весьма высокую эффективность применения окон, позволяющих существенно подавить эффект Гиббса [1-4]. Однако за полученный положительный эффект приходится расплачиваться снижением крутизны АЧХ в переходной зоне, а также усложнением практических расчетов, поскольку к проблеме рационального выбора значения N добавляется еще и проблема выбора формы окна 
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. Действительно, весьма неудобно прогнозировать спектральные свойства рассчитываемого фильтра, исходя из вида временной функции 
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В этой связи представляют интерес альтернативные подходы к синтезу НЧ КИХ-фильтров, свободные от указанных недостатков и позволяющие:
1)   подавить эффект Гиббса;
2)   минимизировать размеры переходной зоны;
3)   сконцентрировать внимание разработчика на спектральных свойствах фильтра.
Один из таких подходов - полиномиальный обменный алгоритм Ремеза [3], теоретическим обоснованием которого является чебышевская аппроксимация частотной характеристики 
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 идеального фильтра.
2. Метод чебышевской аппроксимации
Данный метод называют оптимальным в том смысле, что он позволяет синтезировать фильтр минимального порядка, минимизирующий максимальное отклонение синтезированной АЧХ от АЧХ идеального фильтра:
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Грубо говоря, функцию 
[image: image27.wmf])

(

f

H

 при этом задают в виде трапеции (рис.2) единичной высоты с граничной частотой 
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 полосы пропускания и граничной частотой 
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 полосы задержания. Если быть более точным, форма 
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 в переходной зоне не определена, т.е. допускается практически любое поведение 
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 в этой зоне. А в полосах пропускания и полосах задержания допускается флуктуация синтезированной АЧХ в пределах 
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Рис.2

Обобщенная теорема Чебышева об альтернансе. Для того, чтобы тригонометрический полином вида 
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 был полиномом наилучшего равномерного приближения непрерывной функции 
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 на совокупности интервалов аппроксимации, необходимо и достаточно, чтобы равенство 
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в N+2 точках, принадлежащих интервалам аппроксимации, причем знак разности чередуется от точки к точке.
С точки зрения инженеров-прикладников, данная теорема утверждает, что, варьируя параметром N, всегда можно найти функцию 
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 «в плюс» или «в минус» в некоторой совокупности точек 
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 называется чебышевским альтернансом, а сами частоты 
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Алгоритм Ремеза. В соответствии с алгоритмом Ремеза (Е.Я.Ремез - украинский академик (1896-1975)), базирующемся на вышеприведенной теореме Чебышева об альтернансе, коэффициенты 
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 следует искать путем решения системы N + 2 уравнений:
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где  
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   - допустимый максимум отклонения  
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  на заданных частотах 
[image: image47.wmf]}

ˆ

{

i

w

, принадлежащих областям пропускания и задержания.
Алгоритм Ремеза итерационный и состоит из следующих шагов [3]:
1) задание начального (нулевого) приближения сетки из N + 2 частот
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2)  решение  системы линейных уравнений  (5),  в результате  чего  получают вектор коэффициентов 
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3)   при коэффициентах 
[image: image51.wmf])

0

(

a

r

 на густой сетке частот по формуле (3) вычисляют 
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4) определяют максимальную ошибку аппроксимации
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5) определяют необходимость следующей итерации, а именно: если 
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, процесс для данного значения N заканчивают; в противном случае повторяют вычисления по пп.1)-5), причем выбор новой сетки частот производят с учетом местоположения локальных экстремумов и знаков функции 
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После этого назначают 
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  частот, и многократно повторяют решение новой системы уравнений, добиваясь выполнения 
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В конечном счете получают минимальное количество коэффициентов 
[image: image59.wmf]min

,

,

0

,

N

k

a

k

K

=

, которые и описывают искомый фильтр.
Компьютерная реализация алгоритма Ремеза. Алгоритм Ремеза имеет много модификаций. В компьютерной программе расчета цифровых фильтров FD, упоминаемой в работе [3], необходимо указывать значение параметра 
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, принудительно ограничивающего величину пульсаций. Точно так же организованы вычисления в среде Matlab (авторы этих модификаций алгоритма Ремеза - Паркс и Мак-Клеллан (Parks, McClellan)).
При вычислениях в командном окне синтез фильтра производят в два этапа:
1) определяют минимальный порядок фильтра: 
[n, f0, a0, w] = remezord(f, A, dev, Fs)
где параметры f, A совместно задают кусочно-постоянную АЧХ в зонах пропускания и задержания (ниже приведен пример такого задания); параметр dev - вектор той же длины, что и А - задает максимально допустимую ошибку аппроксимации 
[image: image61.wmf]d

. Результатом работы функции remezord является минимальный порядок фильтра n и вспомогательные параметры f0 (откорректированные относительные частоты f, включая крайние значения 0 и 1), а0 (откорректированные амплитуды A, включая крайние значения на относительных частотах 0 и 1), w (коэффициенты, обеспечивающие различие уровня флуктуаций АЧХ в зонах пропускания и задержания – если такого различия нет, эти коэффициенты равны 1).
2) вычисляют коэффициенты фильтра: 
а = remez(n, f0, а0, w)
Существуют другие варианты синтаксиса функции remez, однако здесь мы не будем их рассматривать. Рекомендуем изучить этот синтаксис самостоятельно, обращаясь к разделу Help программы Matlab [4], либо к книге Сергиенко [2].

Обратим лишь внимание, что особенностью программ, реализованных в пакете Matlab, является необязательность задания значения 
[image: image62.wmf]d

. Так, например, первый шаг (определение минимального порядка) можно пропустить, просто назначив нужный порядок фильтра. При этом для расчетов из командного окна или с помощью m-файлов используется функция remez, а для расчетов в графической среде FDATool - метод Equiripple.
Пример: Синтезируем НЧ фильтр с граничными частотами 500 Гц и 600 Гц, частота дискретизации 2 кГц.
rp = 3;         % Неравномерность в полосе пропускания (в дБ)
rs = 40;         % Неравномерность в полосе задержания (в дБ)
fs = 2000;       % Частота дискретизации
f = [500 600];   % Границы переходной зоны
A = [1 0];       % Желаемые значения АЧХ
% Расчет девиаций
dev = [(10^(rp/20)-1)/(10^(rp/20)+1) 10^(-rs/20)];
[n,fo,ao,w] = remezord(f,A,dev,fs);
a = remez(n,fo,ao,w);
freqz(a,1,1024,fs);
title('Lowpass Filter Designed to Specifications');
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Рис.3. Графики АЧХ и ФЧХ

На рис.3 приведены графики АЧХ и ФЧХ фильтра НЧ, синтезированного по алгоритму Ремеза в среде программы Ма11аЬ.
Примечание:
Одно из трудных мест в понимании приведенного выше примера - почему параметр dev задавался именно так, а не иначе. Для объяснения этого ниже приводим вспомогательный рисунок, из которого ясно, что dev - это массив значений 
[image: image64.wmf]d

, которые в программе Matlab можно задавать различными для различных полос пропускания и задержания.
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Различные пользователи предпочитают различные определения ошибок аппроксимации. Связь между этими определениями довольно простая:
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3.   Метод многошаговой коррекции ЧХ [5]
Предложенный совсем недавно одним из студентов КПИ [5], метод многошаговой коррекции ЧХ весьма схож с алгоритмом Ремеза и дает сходные результаты.
Сразу отметим, что в новом методе по иному трактуется параметр 
[image: image67.wmf]d

, а в качестве «идеального фильтра» используется 
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Идея метода состоит в следующем. После того как коэффициенты фильтра 
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 вычислены по формуле (1), ЧХ полученного фильтра имеет весьма неудовлетворительную форму, т.к. содержит локальные экстремумы. Возникает вопрос – а почему бы эти локальные экстремумы (в том числе – и экстремумы, обусловленные явлением Гиббса) не подавить, подключив параллельно синтезированному фильтру с ЧХ 
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 некий корректирующий фильтр 
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 (рис.4)? В результате на месте локальных экстремумов ЧХ оказались бы значения, в точности равные значениям идеальной ЧХ 
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Итак, уже видны два отличия такого подхода от алгоритма Ремеза:

1) в точках локальных экстремумов разница между ЧХ синтезированного и идеального фильтров равна нулю, а не 
[image: image74.wmf]d

, как у Ремеза;

2) идеальным считается фильтр с прямоугольной АЧХ.

Идея параллельного корректирующего фильтра представляется плодотворной, поскольку если корректирующий фильтр имеет тот же порядок 2N, что и корректируемый фильтр, тогда коэффициенты результирующего фильтра можно легко вычислить:
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где   
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 - коэффициенты   корректируемого   и   корректирующего   фильтров, соответственно.
А теперь зададимся вопросом: как найти N+1 коэффициентов 
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 содержит не более N+1 локальных экстремумов на интервале 
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 размещается ровно N полупериодов гармонической функции
[image: image82.wmf]t

N

D

w

cos

. При «удачном» соотношении частот 
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 оказывается N+1 экстремумов, т.е. ровно столько, сколько неизвестных коэффициентов 
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 нужно найти. При менее удачном соотношении 
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Таким образом, коэффициенты корректирующего фильтра 
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, могут быть найдены путем решения системы N +1 уравнений:
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, - сетка частот, на которых функция 
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 имеет экстремумы. Если экстремумов не N+1, а N, тогда в сетку частот следует «искусственно» добавить еще одну частоту, выбор которой достаточно произволен. Поскольку обычно повышенные требования предъявляются к качеству АЧХ в полосе пропускания, представляется предпочтительным выбирать дополнительную частоту в пределах этой полосы.
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Рис.4. Параллельный корректирующий фильтр
В результате приходим к многошаговому алгоритму вычислений, согласно которому на каждом п -том шаге (итерации) вычислений производится:
1)   оценивание сетки частот 
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, соответствующих N+1 локальному экстремуму  функции   
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, рассчитанной по  формуле  (3)  на   п-1 -м  шаге;  в качестве начального приближения берутся коэффициенты 
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, полученные методом обратного преобразования Фурье по формулам (1) и (3); если 
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 содержит N, а не N+1 локальных экстремумов, тогда сетка частот «искусственно» дополняется еще одним значением частоты, находящимся в пределах полосы пропускания идеального фильтра 
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2)   вычисление N+1 коэффициентов 
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 корректирующего фильтра путем решения системы N +1 уравнений
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относительно неизвестных 
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3)  вычисление результирующих коэффициентов в соответствии с соотношением
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                                                                 (7)
4)   при коэффициентах 
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 на густой сетке частот по (3) вычисляется 
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5)   определяется максимальная ошибка аппроксимации
[image: image104.png]max|(@)| = max|H, (@) - H(o)|;




6) определяется необходимость следующей итерации: если 
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 - допустимый уровень пульсаций, процесс заканчивается; в противном случае повторяются вычисления по пп.1)-6), причем выбор новой сетки частот производится с учетом местоположения локальных экстремумов и знаков функции 
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Как видим, еще одним отличием данного метода от алгоритма Ремеза является допустимость неравномерности уровней пульсации АЧХ. Пожалуй, это наиболее существенное отличие, позволяющее надеяться на получение фильтра меньшего порядка, нежели фильтр, синтезированный по алгоритму Ремеза - при том же уровне флуктуаций!
Очевидно, реализацию данного метода можно упростить: поскольку параллельный корректирующий фильтр является «виртуальным», вместо системы уравнений (8) можно решать систему уравнений
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4. Пример расчета фильтра методом многошаговой коррекции
Вообще-то, алгоритм Ремеза предназначен для поиска минимального N, при котором еще обеспечивается требуемая ошибка аппроксимации 
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. Однако, как отмечалось выше, можно сразу задавать порядок фильтра. Так, рассчитаем ФНЧ по алгоритму Ремеза в среде программы Matlab (
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=0.094. Приведенный на рис.5 график синтезированной АЧХ (сплошная линия) очень близок к графику, приведенному в работе [3], где использовалась несколько иная модификация алгоритма Ремеза, требующая задания значения параметра 
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Рис.5. АЧХ НЧ-фильтра, синтезированного в Matlab по алгоритму Ремеза

Продемонстрируем работоспособность и эффективность метода многошаговой коррекции АЧХ при расчете фильтра с теми же исходными данными, что в рассмотренном выше примере, с тем лишь отличием, что теперь «идеальным» будем считать фильтр с ЧХ прямоугольной формы: 
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=180 Гц. Приводимые ниже фрагменты вычислительной программы соответствуют синтаксису пакета Matlab.

Шаг 1: вычисляем коэффициенты фильтра «нулевой» итерации:
% коэф.фильтра нулевой итерации (метод обратн.преобраз.Фурье) 

a=fir1(2*N,Fp*2/Fs,rectwin(2*N+1),'noscale'); % коэф.исх.фильтра
Шаг 2: формируем сетку частот для первой итерации:
% === построен.графика ЧХ ф-тра «нулевой» итерации ====

f1=-Fs/2/nf:Fs/2/nf:Fs/2+Fs/2/nf;

H01=a(N+1);

for k=1:N

   H01=H01+2*a(k+N+1)*cos(2*pi*k*f1/Fs);

end;

figure

plot(f1,H01); grid on;

% ===== поиск локальных экстремумов ЧХ =======

y=sign(diff(H01));         % двусторонний усилитель-ограничитель

y1=0.5*abs(diff(y));               % дифф, линейное детектир, усиление 

figure

plot(y1)

z=sum(y1); disp('кол-во экстремумов='); disp(num2str(z));

k1=find(y1); disp('инд экстремумов='); disp(num2str(k1));

fk1=k1*Fs/2/nf; disp('частоты экстр-в='); disp(num2str(fk1));

Шаг 3: согласно (9), составляем и решаем систему систему из 8 линейных уравнений относительно неизвестных коэффициентов 
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) итерации. В программе Matlab такую систему удобно решать в матричной форме:
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или, в иной форме записи,

MA=H.

Программно:

% ===== формирование М =====

for i=1:N+1;

M(i,1)=1;

  for j=2:N+1

    M(i,j)=2*cos(2*pi*fk1(i)*(j-1)/Fs);

  end;

end;

% ==== значения идеальной ЧХ ========

Hid=[1 1 1 0 0 0 0 0]'

% ==== решение системы уравнений ======

arez=M\Hid;

disp('новые коэф-ты='); disp(num2str(arez));

Шаг 4: построение на густой сетке частот ЧХ фильтра - результата первой итерации:

% === ЧХ фильтра - результата первой итерации ====

Hrez=arez(1);

for k=1:N

   Hrez=Hrez+2*arez(k+1)*cos(2*pi*k*f1/Fs);

end;

figure

plot(f1,H01,'-',f1,Hrez,'--')

grid on
ЧХ фильтра – результата первой итерации - показана на рис.6 (пунктирная линия). ЧХ фильтра, синтезированного методом обратного преобразования Фурье, показана на том же рисунке сплошной линией.
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Рис.6                                                         Рис.7
Совмещая (рис.7) графики рис.4 и рис.6 , приходим к выводу, что фильтр, рассчитанный по алгоритму Ремеза, имеет более широкую полосу пропускания по сравнению с фильтром, рассчитанным предлагаемым методом, однако имеет и более сильные флуктуации ЧХ. Очевидно, причина столь существенного различия кроется в различии подходов к определению понятия «идеальный фильтр».

Действительно, попробуем при вычислениях по алгоритму Ремеза понизить частоту среза с 180 Гц до 120 Гц, т.е. так, чтобы частота среза «идеального фильтра» с прямоугольной ЧХ пришлась на середину переходной зоны «идеального фильтра» с трапециевидной ЧХ. Результат вычислений АЧХ такого фильтра Ремеза приведен на рис.8. Совмещая (рис.9) ЧХ «откорректированного» фильтра Ремеза (рис.8) и фильтра, рассчитанного предлагаемым в данной работе способом (рис.6), наблюдаем хорошее совпадение ЧХ, хотя в полосе задержания уровень первого бокового лепестка у фильтра Ремеза меньше примерно в 2 раза.

Однако уже после второй итерации расчетов по предлагаемому методу этот недостаток исчезает: на (рис.10) приведены ЧХ результатов первой (сплошная линия) и второй (пунктирная линия) итераций, а на рис.11 совмещены АЧХ «откорректированного» (рис.8) фильтра Ремеза и фильтра, рассчитанного второй итерацией (рис.10, пунктирная линия).
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Рис.8                                                   Рис.9
Как следует из рис.11, после второй итерации уровень флуктуаций АЧХ в полосе пропускания даже меньше, чем у фильтра Ремеза. В полосе задержания флуктуации практически одинаковы. При этом, однако, протяженность переходной зоны рассчитанного фильтра примерно на 12% больше таковой для фильтра Ремеза.
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Рис.10                                                    Рис.11
А теперь рассмотрим пример, когда ЧХ фильтра, синтезированного методом обратного преобразования Фурье, содержит не 
[image: image133.wmf]1

+

N

, а 
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 локальных экстремумов (рис.11): 
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=1000 Гц, 
[image: image137.wmf]st
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Как следует из графика рис.12, в полосе пропускания содержится три локальных экстремума на частотах 0 Гц, 77 Гц и 150 Гц. Добавляя к ним четвертую частоту 188 Гц, получаем, вместе с частотами локальных экстремумов в полосе задержания, сетку из восьми частот. Результат синтеза фильтра для такой сетки представлен на рис.13, из которого следует, что полоса пропускания результирующего фильтра увеличилась на 11% по сравнению с таковой для исходного фильтра. Заметим, что после первой итерации количество локальных экстремумов вновь стало равным 8.
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Рис.12                                                    Рис.13
Результаты второй итерации расчетов представлены на рис.14, из которого следует, что вторая итерация позволяет еще заметнее снизить уровень флуктуаций в полосах пропускания и задержания, хотя и ценой некоторого незначительного уменьшения крутизны ЧХ в переходной зоне.
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