Лекция 4

Окно и методика Кайзера для расчета КИХ-фильтров

1. Окно Кайзера

2. Методика Кайзера

3. Расчеты по методике Кайзера в среде Matlab
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1. Вводные замечания

Две формы записи уравнения КИХ-фильта. Метод расчета КИХ-фильтров, базирующийся на обратном преобразовании Фурье желаемой АЧХ [1], удобно излагать в предположении, что порядок фильтра 
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 – четная величина (
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). Соотношение связи между входом и выходом фильтра при этом описывается соотношением: 
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Между тем, если использовать несколько иное соотношение (как это принято, например, в пакете Matlab):
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тогда возможны две ситуации: 
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Нетрудно проверить, что для случая 
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 соотношения (1) и (2) эквивалентны при условии:
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а для случая 
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 - при условии:
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Окна в задаче синтеза КИХ-фильтров. Существенным недостатком метода расчета КИХ-фильтров, базирующегося на обратном преобразовании Фурье желаемой АЧХ, являются нежелательные флуктуации АЧХ в полосе пропускания [1]. Для подавления указанного эффекта применяют так называемые окна 
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где 
[image: image13.wmf]k
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 - «первичные» коэффициенты КИХ-фильтра, вычисляемые по формулам Таблицы 1. 

Как обычно бывает в таких случаях, при введении в обиход окон возникают новые проблемы:

1) семейство окон весьма велико, что порождает проблему выбора наилучшего окна;

2) новая (т.е. полученная с применением окна) АЧХ имеет более пологий скат вблизи частоты среза (или частот среза – если речь идет о полосовых или режекторных фильтрах), что может привести к необходимости повысить порядок фильтра и заново повторить расчеты.

3) управлять уровнем затухания в полосе задерживания можно лишь выбором того или иного окна, что неудобно, поскольку необходимо помнить уровень боковых лепестков Фурье-образа окна (см.Приложение 1). 

Разрешить эти проблемы в известной степени удается, применяя окно и методику Кайзера [2]. 

Таблица 1. Расчет первичных коэффициентов КИХ-фильтра
	Тип фильтра
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2. Окно Кайзера
Окно Кайзера является аппроксимацией так называемого вытянутого сфероидального окна – окна, чей спектральный Фурье-образ обладает максимальным отношением энергии основного лепестка к энергии боковых лепестков.
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Окно Кайзера может состоять из четного либо нечетного количества отсчетов. Для случая, когда количество отсчетов окна 
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 нечетное (
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), отсчеты окна Кайзера вычисляют по формуле:
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где 
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 - функция Бесселя первого рода нулевого порядка. При необходимости работать с четным количеством отсчетов формула для вычислений та же, но индекс 
[image: image34.wmf]k

  должен изменяться в пределах от 1 до 
[image: image35.wmf]N

.

Поскольку такая функция Бесселя используются значительно реже элементарных математических функций, интересно рассмотреть ее аналитическое представление и график. 

Аналитически фунцию 

 можно представить в виде ряда:                                             Рис.1
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Синтаксис вычисления (с помощью программы Matlab) значений функция Бесселя первого рода порядка nu:
I = besseli(nu,z) 
Строим график (рис.1) и формируем таблицу (Таблица 2):

>> syms z

>> I=besseli(0,z);

>> ezplot(I)
       Таблица 2: Функция Бесселя первого рода нулевого порядка

	z
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	I = besseli(0,z)
	1
	1.266
	2.280
	4.881
	11.302
	27.240
	67.234


Сравнивая график на рис.1 с аналитическим описанием 

Окно Кайзера зависит от параметра 
[image: image37.wmf]a

. На примерах выясним смысл этого параметра. Пусть 
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Поскольку 
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Построим это окно для 
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(рис.2):

N=5;

k=0:N;

alfa=0;                                                                                                                                  Рис.2
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beta=alfa*sqrt(1-(k/N).^2);

w= besseli(0,beta)/ besseli(0,alfa);
plot(k,w)
Как видим, при 
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 окно Кайзера “выродилось” в прямоугольное окно. 

На рис.3 приведены графики окон Кайзера для значений параметра 
[image: image43.wmf]a

=1; 3; 5 при 
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. Как видно из рисунка 3, с повышением значения 
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 окно Кайзера все больше отличается от прямоугольного.

                                                                                                                                              Рис.3
Вывод 1: Принципиальным отличием окна Кайзера от других окон, формируемых с использованием                                                         

элементарных математических функций (таких, например, как окна Хэмминга, Ханна, Блэкмена, Ланчоса,                                           

треугольного и др.) является возможность управлять формой окна с помощью дополнительного параметра 
[image: image46.wmf]a

. 

Рассмотрим теперь Фурье-образ окна Кайзера. Программа вычислений и построения графика приведены ниже, а сам график Фурье-образ окна Кайзера для значений параметра 
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 показан на рис.4.

n = 50;   % количество отсчетов окна
w1 = kaiser(n,1);    % 1 – значение параметра «альфа»
w2 = kaiser(n,4);    % 4 – значение параметра «альфа»
w3 = kaiser(n,9);    % 9 – значение параметра «альфа»
[W1,f] = freqz(w1/sum(w1),1,512,2);  % W1 – Фурье-образ окна Кайзера
[W2,f] = freqz(w2/sum(w2),1,512,2);

[W3,f] = freqz(w3/sum(w3),1,512,2);

plot(f,20*log10(abs(W1)),f,20*log10(abs(W2)),’--’,f,20*log10(abs(W3)),’-.’); grid;

legend('alfa = 1','alfa = 4','alfa = 9',3)

title('Three Kaiser Window Responses')

xlabel('Normalized Frequency (Nyquist = 1)')

ylabel('Normalized Magnitude (dB)')
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Рис.4

Из рис.4 хорошо видно, что повышение значения параметра 
[image: image49.wmf]a

 (на графике он обозначен как параметр 
[image: image50.wmf]b

) приводит к понижению уровня боковых лепестков Фурье-образа окна Кайзера, хотя и сопровождается расширением главного лепестка.
Вывод 2: Дополнительный параметр 
[image: image51.wmf]a

 окна Кайзера позволяет управлять формой окна и, как следствие,  регулировать уровень боковых лепестков Фурье-образа окна Кайзера. Однако понижение уровня боковых лепестков достигается ценой некоторого уширения главного лепестка Фурье-образа окна Кайзера.

3. Методика Кайзера
Особенности методики Кайзера:

1) для взвешивания коэффициентов 
[image: image52.wmf]k

a

 КИХ-фильтра (расчитанных методом обратного преобразования Фурье) используют окно Кайзера;
2) порядок фильтра 
[image: image53.wmf]P

 вычисляют исходя из требований к уровню 
[image: image54.wmf]A

 флуктуаций АЧХ в полосах пропускания и задерживания, а также исходя из размеров переходной полосы частот 
[image: image55.wmf]f

B

;
3) параметр 
[image: image56.wmf]a

 окна Кайзера выбирают исходя из требований к уровню 
[image: image57.wmf]A

 флуктуаций АЧХ в полосах пропускания и задерживания;
Исходные данные для расчета КИХ-фильтра:

· граница (границы) полосы (полос) пропускания 

 (

);

· граница (границы) полосы (полос) задерживания (подавления) 

 (

);

· неравномерность в полосе (полосах) пропускания 

;
· минимальное затухание в полосе задерживания 

.
Смысл приведенных параметров схематически показан на рис.5. 
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Рис.5

                                        Таблица 3. Расчет вспомогательных величин

	Тип фильтра
	Расчетные формулы

	ФНЧ
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Расчет КИХ-фильтра выполняют в следующей последовательности:

1) Расчитывают параметр 

 окна Кайзера:
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2) Расчитывают минимально возможный порядок фильтра 
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 (если решается задача оптимизации):
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 – частота дискретизации. 

4. Расчеты по методике Кайзера в среде Matlab
4.1. Расчеты в командном окне

1) Вычисление параметров окна Кайзера:

[p,Wn,alfa,ftype] = kaiserord(fcuts,mags,devs,Fs)

Здесь вычисляются значения порядка фильтра p и параметра alfa для последуюшего использования в функции окна kaiser(p+1, alfa). Параметры fcuts  и mags совместно задают кусочно-постоянную АЧХ (в полосе от нуля до fcuts(1) АЧХ равна mags(1), в полосе от fcuts(2) до fcuts(3) АЧХ равна mags(2), … , в полосе от fcuts(end) до Fs/2 АЧХ равна mags(end)). Поскольку функция kaiserord формирует исходные данные для функции fir1, в векторе mags могут содержаться только значения 0 и 1. Параметр devs должен быть вектором той же длины, что и mags, он задает максимально допустимую ошибку синтеза АЧХ. Параметр Fs – частота дискретизации (по умолчанию равен 2, что соответствует единичной частоте Найквиста). Wn – вектор нормированных частот среза синтезированного фильтра; ftype – тип фильтра.

2) Вычисление отсчетов окна Кайзера:

w = kaiser(n,alfa)

Здесь n – количество отсчетов окна Кайзера, alfa – параметр окна Кайзера (n=p+1, где p – порядок фильтра).

Примечание 1: в Matlab цифровая фильтрация реализуется в соответствии с формулой (2) . Поэтому n может быть как четным, так и нечетным.
Примечание 2: функцию kaiser обычно используют как аргумент функции fir1, т.е. при вычислении коэффициентов КИХ-фильтра, взвешенных окном Кайзера.
3) Вычисление коэффициентов КИХ-фильтра с окном Кайзера:

a = fir1(p, Wn, ftype, kaiser(p+1, alfa), ‘noscale’)
Примечание 3: кавычки при ftype здесь не нужны, т.к. тип этой переменной (строковая) задается автоматически на первом шаге вычислений
4) Проверка расчетов путем построения синтезированной АЧХ

freqz(a,1,512,2);

Пример: Расчитать НЧ КИХ-фильтр с окном Кайзера для: Fs=100 Гц; fp=25 Гц; fa=33 Гц; ошибка в полосе пропускания 0.05, а в полосе задержания – 0.01.
Fs = 100;

fcuts = [25 33];

mags = [1 0];

devs = [0.05 0.01];

[p,Wn,alfa,ftype] = kaiserord(fcuts,mags,devs,Fs);

a = fir1(p,Wn,ftype,kaiser(p+1,alfa),'noscale');

freqz(a)

Значение порядка фильтра равно: p = 28.
Графики АЧХ и ФЧХ синтезированного НЧ КИХ-фильтра с окном Кайзера представлены на рис.6.
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Рис.6

4.2. Расчеты в пакете sptool
В окне Filter Designer задаем:

Sampling Frequency = 100;

Specifications: Minimum Order=’Yes’

Passband: Fp=25; Rp=26

Stopband: Fs=33; Rs=40
Примечание: здесь 
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После нажатия кнопки Apply получаем такой же график, как и на рис.6, со значениями параметров n=28; alfa=3.395, а также с полученными значениями Rp=0.1746 и Rs=41.02, что вполне удовлетворяет заданным требованиям.

4.3. Расчеты в пакете fdatool
В окне Filter Designe & Analysis Tool задаем:

Filter Type = Lowpass;

Designe Method: FIR, Window

Window Specifications: Kaiser

Fs (Sampling Frequency) = 100;

Filter order: Minimum Order=’Yes’

Fpass=25; Fstop =33; Apass=26; Astop=40
Примечание: здесь Apass = Rp, Astop = Rs.
После нажатия кнопки Designe Filter получаем такой же график, как и на рис.6, со значением параметра n=28. Другие параметры синтезированного фильтра не отображаются.

Контрольное задание.  Убедитесь, что Rp=Apass = - 20 lg
[image: image72.wmf]1
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; Rs=Astop = - 20 lg
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Приложение 1

Уровень боковых лепестков Фурье-образов различных окон [3]

	Тип окна
	Уровень боковых лепестков, дБ

	Прямоугольное
	-21,0

	Тругольное
	-26,5

	Бартлетта
	-26,5

	Ханна
	-44,0

	Хэмминга
	-53,6

	Блэкмена
	-75,3

	Кайзера при 
[image: image74.wmf]4

=

a


	-45,2

	Кайзера при 
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