Лекция 5
ДПФ гармонического сигнала

1. ДПФ постоянного сигнала
2. ДПФ гармонического сигнала – на интервале наблюдения целое число периодов
3. ДПФ гармонического сигнала – на интервале наблюдения дробное число периодов
4. Повышение точности измерений частоты гармонического сигнала
Литература: 
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1. ДПФ постоянного сигнала
Последовательность отсчетов гармонического сигнала 
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взятых в дискретные моменты времени 
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ДПФ гармонического сигнала нулевой частоты (постоянной составляющей):
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Вывод соотношения (5.2) приведен в Приложении 2 к Лекции 4.
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Графики сигнала и его ДПФ для случая 
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 приведены на рис.5.1а,б.

                                           а)                                                             б)

Рис.5.1

2. ДПФ гармонического сигнала – на интервале наблюдения целое число периодов

Для гармонического сигнала ненулевой частоты:
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ДПФ сигнала (5.3):
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Для целых значений
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из (5.4) получим:
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Графики сигнала (5.3) и его ДПФ для случая 
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Рис.5.2
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Графики сигнала (5.3) и его ДПФ для случая 
[image: image12.wmf]8

=

N

, 
[image: image13.wmf]2

=

¢

r

 приведены на рис.5.3а,б.

                               а)                                                                            б)

Рис.5.3
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Графики сигнала (5.3) и его ДПФ для случая 
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Рис.5.4

Однако при дробных значениях 
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 соотношение (5.6) не выполняется, поэтому графики ДПФ косинусоиды имеют более сложный вид.
3. ДПФ гармонического сигнала – на интервале наблюдения дробное число периодов

При целом значении параметра 
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 все значения ДПФ, кроме двух (соответствующих положительной и отрицательным частотам гармоники), равны нулю.

Однако если параметр 
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 принимает дробные значения, т.е. если на интервале наблюдения 
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 не укладывается целое значение периодов 
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, тогда картина усложняется – теперь практически все отсчеты ДПФ оказываются отличными от нуля. Чтобы объяснить это явление, вспомним о тесной связи между ДПФ 
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и дискретно-непрерывным ПФ
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Подставляя (5.3 ) в (5.8), получим
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Здесь выражение
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представляет собой сумму членов геометрической прогрессии 
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 - знаменатель прогрессии), вычисляемую по известной формуле:
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Подставляя в (5.11)
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Аналогично
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Из (5.9) с учетом (5.12)-(5.13) получим выражение для модуля ПФ дискретизированного гармонического сигнала:
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Вводя безразмерные переменные
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получаем удобное для построения графиков выражение
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Графики функции (5.16) в предположении 
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 представлены на рис.5.5-5.7.
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Рис.5.5. r0 = 0
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Рис.5.6. r0 = 1
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Рис.5.7. r0 = 1,5

Ситуации, отображенные на рис.5.5 и 5.6, идентичны ситуациям рис.5.1 и 5.2. Отличие в том, что на рис.5.5 и 5.6 приведены функции нормированной частоты 
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, которой разрешено принимать любые значения – как целые, так и дробные. Тогда как на рис. 5.1 и 5.2 представлены функции целочисленных значений переменной 
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Таким образом, рисунки 5.5 и 5.6 носят более общий характер – наличие на этих рисунках координатной сетки, вертикальные линии которой соответствуют целочисленным значениям  
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, позволяет легко объяснить ситуацию на рис.5.7, соответствующую дробному значению относительной частоты 
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 гармонического сигнала. Спектральный пик в последнем случае расположен в промежутке между узлами сетки частот, образованной целочисленными значениями 
[image: image44.wmf]f

f

r

D

=

. Это значит, что ДПФ гармонического сигнала с дробным значением относительной частоты 
[image: image45.wmf]f

f

r

D

=

0

0

 состоит из множества отсчетов. Максимальные отсчеты при этом, как и следовало ожидать, соответствуют ближайшим (слева и справа) целым значениям 
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4. Повышение точности измерений частоты гармонического сигнала

Увеличим вдвое количество отсчетов [image: image47.wmf]N

в предыдущем примере. При этом параметр 
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 примет вдвое большее значение, поскольку интервал 
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  уменьшится вдвое. ДПФ такой последовательности отсчетов гармонического сигнала представлен на рис.5.8.
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Рис.5.8. N = 16; r0 = 3

Теперь частота гармоники попадает аккуратно в узел сетки частот – ДПФ гармоники вновь состоит из пары отсчетов (для положительной и отрицательной частот).

Таким образом, для повышения точности измерения частоты гармоники необходимо увеличивать интервал наблюдения  
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		Постоянная составляющая

				xn				Xr

		0		1		0		8		8

		1		1		1		0		0

		2		1		2		0		0

		3		1		3		0		0

		4		1		4		0		0

		5		1		5		0		0

		6		1		6		0		0

		7		1		7		0		0

		Постоянная составляющая

				xn				Xr

		0		1		0		-3,8446289657432E-003										0

		1		0.7073882692		1		3,99919907700185-6,37187766529821E-003i										4

		2		0.0007963267		2		1,59391967400877E-003-3,58578650938579E-006i										0

		3		-0.7062616448		3		7,98386453232824E-004-1,26801926372128E-006i										0

		4		-0.9999987317		4		6,61862707567649E-004										0

		5		-0.7085130992		5		7,98386453230826E-004+1,26801926860626E-006i										0

		6		-0.0023889781		6		1,59391967400877E-003+3,58578650938579E-006i										0

		7		0.705133229		7		3,99919907700185+6,37187766529333E-003i										4
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		Постоянная составляющая

				xn				Xr

		0		1		0		8		8

		1		1		1		0		0

		2		1		2		0		0

		3		1		3		0		0

		4		1		4		0		0

		5		1		5		0		0

		6		1		6		0		0

		7		1		7		0		0

		Гармоника

				xn				Xr

		0		1		0		-3,1776770251021E-003										0

		1		0.0007963267		1		-4,49960534163489E-003+1,01575867439288E-005i										0

		2		-0.9999987317		2		3,99998224420807-1,2741186973404E-002i										4

		3		-0.0023889781		3		4,50975151488446E-003-1,01347340189205E-005i										0

		4		0.9999949269		4		3,19289626245735E-003										0

		5		0.0039816235		5		4,50975151488446E-003+1,01347340189092E-005i										0

		6		-0.9999885856		6		3,99998224420807+1,2741186973404E-002i										4

		7		-0.0055742587		7		-4,49960534163489E-003-1,01575867439176E-005i										0
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		Постоянная составляющая

				xn				Xr

		0		1		0		8		8

		1		1		1		0		0

		2		1		2		0		0

		3		1		3		0		0

		4		1		4		0		0

		5		1		5		0		0

		6		1		6		0		0

		7		1		7		0		0

		Гармоника

				xn				Xr

		0		1		0		-1,9595812886145E-003										0

		1		-0.7062616448		1		-2,37039735204148E-003+1,14211930233015E-005i										0

		2		-0.0023889781		2		-4,7664872540616E-003+3,2323340169671E-005i										0

		3		0.709636132		3		4,00234756848636-1,91002946299149E-002i										4

		4		-0.9999885856		4		1,15382135281054E-002										0

		5		0.7028710344		5		4,00234756848636+1,91002946299099E-002i										4

		6		0.0071668798		6		-4,7664872540616E-003-3,2323340169671E-005i										0

		7		-0.7129944191		7		-2,3703973520397E-003-1,14211930183055E-005i										0
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		Постоянная составляющая

				xn				Xr

		0		1		0		8		8

		1		1		1		0		0

		2		1		2		0		0

		3		1		3		0		0

		4		1		4		0		0

		5		1		5		0		0

		6		1		6		0		0

		7		1		7		0		0

		Гармоника

				xn				Xr

		0		1		0		-1,9595812886145E-003										0

		1		-0.7062616448		1		-2,37039735204148E-003+1,14211930233015E-005i										0

		2		-0.0023889781		2		-4,7664872540616E-003+3,2323340169671E-005i										0

		3		0.709636132		3		4,00234756848636-1,91002946299149E-002i										4

		4		-0.9999885856		4		1,15382135281054E-002										0

		5		0.7028710344		5		4,00234756848636+1,91002946299099E-002i										4

		6		0.0071668798		6		-4,7664872540616E-003-3,2323340169671E-005i										0

		7		-0.7129944191		7		-2,3703973520397E-003-1,14211930183055E-005i										0
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		Постоянная составляющая

				xn				Xr

		0		1		0		8		8

		1		1		1		0		0

		2		1		2		0		0

		3		1		3		0		0

		4		1		4		0		0

		5		1		5		0		0

		6		1		6		0		0

		7		1		7		0		0

		Гармоника

				xn				Xr

		0		1		0		-3,1776770251021E-003										0

		1		0.0007963267		1		-4,49960534163489E-003+1,01575867439288E-005i										0

		2		-0.9999987317		2		3,99998224420807-1,2741186973404E-002i										4

		3		-0.0023889781		3		4,50975151488446E-003-1,01347340189205E-005i										0

		4		0.9999949269		4		3,19289626245735E-003										0

		5		0.0039816235		5		4,50975151488446E-003+1,01347340189092E-005i										0

		6		-0.9999885856		6		3,99998224420807+1,2741186973404E-002i										4

		7		-0.0055742587		7		-4,49960534163489E-003-1,01575867439176E-005i										0
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		0		1		0		8		8

		1		1		1		0		0

		2		1		2		0		0

		3		1		3		0		0

		4		1		4		0		0

		5		1		5		0		0

		6		1		6		0		0

		7		1		7		0		0
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		0		1		0		8		8

		1		1		1		0		0

		2		1		2		0		0

		3		1		3		0		0

		4		1		4		0		0

		5		1		5		0		0

		6		1		6		0		0

		7		1		7		0		0

		Постоянная составляющая

				xn				Xr

		0		1		0		-3,8446289657432E-003										0

		1		0.7073882692		1		3,99919907700185-6,37187766529821E-003i										4

		2		0.0007963267		2		1,59391967400877E-003-3,58578650938579E-006i										0

		3		-0.7062616448		3		7,98386453232824E-004-1,26801926372128E-006i										0

		4		-0.9999987317		4		6,61862707567649E-004										0

		5		-0.7085130992		5		7,98386453230826E-004+1,26801926860626E-006i										0

		6		-0.0023889781		6		1,59391967400877E-003+3,58578650938579E-006i										0

		7		0.705133229		7		3,99919907700185+6,37187766529333E-003i										4
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