Лекция 13b
Об отношении сигнал-помеха

Одним из фундаментальных понятий в задачах обнаружения сигналов на фоне помех является отношение сигнал-помеха. Поэтому рассмотрим физический смысл этого понятия применительно к процессам на входе и выходе спектроанализатора.

1. Теоретический аспект

Предположим, что на вход спектроанализатора (рис.1) 
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Рис.1

подается смесь гармонического сигнала с шумом:
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где 
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 - детерминированные амплитуда и частота, 
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 - случайная фаза, равномерно распределенная на интервале 
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 - ограниченный по частоте белый шум с односторонним спектром мощности:
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Отношение сигнал-помеха на входе спектроанализатора определим как отношение средних мощностей (дисперсий) сигнала и помехи:
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 сигнал на входе спектроанализатора имеет вид, как показано на рис.2 (график построен средствами программы SpectraLab).
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Рис.2

Что мы будем наблюдать на выходе спектроанализатора?

Предположим сначала, что существует некий “идеальный” спектроанализатор, который работает с сигналами бесконечной протяженности и дает нам абсолютно точные значения спектров мощности анализируемых сигналов. Тогда односторонний спектр гармонического сигнала будет иметь вид  (см.Лекцию 6):
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а односторонний спектр помехи в виде ограниченного по частоте БШ:
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В силу статистической независимости сигнала и помехи, односторонний спектр мощности суммы сигнала с помехой представляет собой сумму соответствующих спектров слагаемых:
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(Знак математического ожидания 
[image: image17.wmf]á×ñ

 при 
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 мы опустили, т.к. рассматриваем гармонический сигнал с детерминированной амплитудой). Графически это выглядит так:
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Т.е. на частоте 
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 на пьедестале высотой 
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 установлен отрезок бесконечно большой высоты (спектральной плотности мощности). Если в качестве отношения сигнал-помеха на выходе спектроанализатора принять отношение спектральных плотностей мощности гармонического синала и белого шума (на частоте 
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), тогда приходим к выводу, что отношение сигнал-помеха на выходе спектроанализатора в данном случае равно бесконечности. “Виновата” в этом 
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- функция Дирака, имеющая бесконечно большую амплитуду. А еще точнее – виновата бесконечная протяженность интервала наблюдения сигнала, что возможно только теоретически. 

Естественно ожидать, что если мы ограничим время спектрального анализа, т.е. будем анализировать ситуацию не с помощью самых спектров, а с помощью их оценок, что вполне соответствует ситуации практических измерений, - тогда будут получены иные, более понятные и приемлемые для инженерного анализа результаты.

Итак, предположим, что спектроанализатор реализует вычисление сырой периодограммы
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где 
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 - конечное время анализа. 

Математическое ожидание сырой периодограммы:
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Для гармонического сигнала с детерминированной амплитудой


[image: image30.wmf],

)]

(

)

(

[

4

)

(

0

0

2

f

f

f

f

A

f

P

c

-

+

+

=

d

d

                                       (6.12)

поэтому
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МО оценки физического спектра:
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где 
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 - энергия отрезка гармонического сигнала.

Для ограниченного по частоте БШ, очевидно,
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Таким образом, отношение сигнал-помеха на выходе спектроанализатора, вычисляющего сырую периодограмму:
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Корректнее, однако, под помехой подразумевать не спектральную плотность 
[image: image37.wmf]0

N

, как это было сделано выше из соображений наглядности, а стандартное отклонение оценки спектра помехи. Корректнее по следующим причинам. Действительно, если спектральный пик гармонического сигнала «вознесся» на пьедестал высотой 
[image: image38.wmf]0
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 - разве от этого мы хуже «видим» этот спектральный пик? Но вот когда речь идет о практических измерениях, приходится вспомнить, что периодограмма – очень плохая оценка спектра в том смысле, что ее относительная дисперсия равна единице. Следовательно, дело не в высоте «пьедестала», а в том, что с ростом «пьедестала» увеличивается и размах случайных флуктуаций этого пьедестала, который из ровненькой «полочки» превращается в частокол хаотических зубцов. Именно по указанным соображениям в теории оптимального обнаружения сигналов на фоне помех отношение сигнал-помеха на выходе спектроанализатора определяют как прирост математического ожидания спектральной оценки к стандартному отклонению этой оценки на частоте 
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Таким образом, выигрыш в отношении сигнал-помеха, который обеспечивает спектроанализатор:
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Полезно увязать этот выигрыш с таким параметром цифрового спектроанализатора, как 
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. Полагая, что частота дискретизации выбрана по Котельникову, т.е. 
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Этот результат очень просто объяснить “инженерным языком”: мощность гармонического сигнала сосредоточена в одном спектральном отсчете (если частота гармоники попадает в узел сетки частот), а мощность белого шума равномерно распределяется по 
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 спектральным отсчетам (из контекста ясно, что в своих рассуждениях мы оперируем односторонним спектром – как более “физичным”). Поэтому если на входе спектроанализатора мощности гармоники и ограниченного по частоте белого шума одинаковы, на выходе спектроанализатора (т.е. “в спектральной области”) на частоте 
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 мощность гармонического сигнала будет в 
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 больше мощности спектральной составляющей шума (см.рисунок):
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Вид оценки спектра смеси сигнала с шумом для случая 
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 показан на рис.3.
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Рис.3

Нетрудно видеть, что выигрыш в отношении сигнал-помеха в данном случае близок к теоретическому значению 27дБ. (Заметим, что для подавления флуктуаций оценки спектра шума использовано усреднение достаточно большого количества сырых периодограмм).

Примечания

1. В теории оптимального обнаружения в качестве базового понятия “отношение сигнал-помеха на выходе оптимального обнаружителя” обычно используют величину
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Это обстоятельство может вызвать некоторе недоумение – ведь у нас получилось в два раза меньше. Однако все становится “на свои места”, если учесть что величина 
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 получена для случая обнаружения точно известного сигнала – в этом случае спектроанализатор одноканальный, вычислящий только косинус-преобразование Фурье (при обнаружении отрезка косинусоиды). При оптимальном обнаружении гармонического сигнала с неизвестной начальной фазой нужен двуканальный спектроанализатор, что соответствует комплексному “нормальному” преобразованию Фурье. При этом, как известно, помехоустойчивость такой системы обнаружения ровно в 2 раза хуже одноканальной системы - из-за суммирования некоррелированной помехи по двум каналам.

2. Интересно, что “проблемы” с числовым значением отношения сигнал-помеха возможны и при использовании кореллограммного метода оценивания спектра, если в качестве оценки корреляционной функции берется несмещенная оценка.

Действительно, математическое ожидание несмещенной оценки корреляционной функции отрезка гармонического сигнала длительностью 
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 имеет вид:
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Следовательно, МО сырой периодограммы гармонического сигнала:
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Таким образом, получаем:
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что в два раза больше, чем при использовании оценки в виде сырой периодограммы.

Спектроанализатор
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