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Лекция 13-2

Спектральный анализ стационарных случайных процессов.

Часть 2. Дисперсия периодограмм
1. Дисперсия периодограмм

2. Корреляционные свойства периодограмм

3. ЛКМ-периодограмма

4. Еще раз о вычислительной эффективности оценок спектра

5. Оценки Барлетта и Уэлча

1. Дисперсия периодограмм

Рассмотрим теперь дисперсии КМ- и ЛМ-периодограмм.

МО квадрата ЛМ-периодограммы 
[image: image1.wmf])
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Учитывая, что для гауссового ССП 
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из (13.34) и (13.35) после выполнения преобразований Фурье получим:
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Поскольку МО ЛМ-периодограммы (13.23), с учетом (13.24) и после выполнения преобразований Фурье имеет вид:
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выражение для дисперсии ЛМ-периодограммы (13.23) окончательно запишется так:
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Удобно рассматривать относительную дисперсию оценки:
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Для удобства предположим, что отрезок процесса 
[image: image9.wmf])
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 расположен на симметричном интервале времени 
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Учитывая свойства 
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-функции, окончательно получаем:
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Таким образом, оценка в виде ЛМ-периодограммы несостоятельна: ее относительная дисперсия на всех частотах равна единице, а на нулевой частоте – двойке.

Найдем теперь дисперсию КМ-периодограммы 
[image: image20.wmf])
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МО квадрата оценки:
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Полагая, что окно 
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 обладает свойствами:
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где 
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 - некая константа, произведение 
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С учетом (13.26) выражение (13.43) можно переписать в более общем (и компактном) виде:
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Подставляя (13.44) в (13.41), получим
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Нетрудно видеть сходство соотношений (13.45) и (13.34). Поэтому дальнейшие преобразования соотношения (13.45) весьма схожи с теми, которым подвергалась формула (13.34). В результате этих преобразований получаем:
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Полагая, как и ранее, что окно 
[image: image32.wmf])

(

f

W

L

 - вещественная четная функция, которая при 
[image: image33.wmf]¥

®

T

 стремится к 
[image: image34.wmf]d

-функции:


[image: image35.wmf]¥

®

®

T

при

f

f

W

L

)

(

)

(

d

,

из (13.46) получаем:
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Аналогично из (13.47) получаем для 
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Тогда относительная дисперсия при 
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В силу сделанных предположений (13.42) о свойствах окна задержек 
[image: image41.wmf])

(

t

Q

w

 можно утверждать, что соответствующее спектральное окно 
[image: image42.wmf])

(

f

W

Q

 имеет единичную площадь, эффективную ширину, пропорциональную 
[image: image43.wmf]0

1

t

 и высоту, пропорциональную 
[image: image44.wmf]0

t

. Например, для частного случая


[image: image45.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

0

2

)

(

t

t

t

rect

w

Q

.                                                             (13.49)

По аналогии с (13.14) получаем
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Еще один пример:
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Заметим, что окна (13.49) и (13.51) – простейшие по форме. Вообще, выбор рациональной формы окна задержек – самостоятельная интересная тема. Однако сейчас мы сосредоточимся на главном вопросе – как правильно выбрать ширину 
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 окна задержек 
[image: image50.wmf])

(

t

Q

w

.

Из условия (13.31) либо на основании рассуждений, аналогичных вышеприведенным, заключаем, что значение 
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При 
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что совпадает с (13.40).

Однако если параметр 
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Таким образом, КМ-периодограмма – состоятельная оценка спектра при условии, что скорость 
[image: image61.wmf]¥

®

0

t

 меньше скорости 
[image: image62.wmf]¥

®

T

.

2. Корреляционные свойства периодограмм

Обобщим проделанные выше выкладки – найдем аналитические выражения функций корреляции периодограмм. 

Для ЛМ-периодограммы получим следующие результаты:
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Для 
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Выражение (13.56) обращается в нуль при
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или, что то же, при
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Нетрудно видеть, что второе неравенство в (13.57) - (13.58) обусловлено наличием отрицательных частот в двустороннем спектре. 

Таким образом, интервал корреляции ЛМ-периодограммы – величина порядка 
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Поскольку спектральное окно 
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 имеет эффективную ширину 
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, заключаем аналогично вышеприведенному, что интервал корреляции КМ-периодограммы – величина порядка 
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3. ЛКМ-периодограмма


Поскольку КМ-периодограмма (13.22) конструируется на базе оценки функции корреляции (13.11), очевидна возможность дальнейшего обобщения – применения линейно-квадратично-модифицированной (ЛКМ) периодограммы
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где 
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Очевидно, ЛКМ-периодограмма, как и КМ-периодограмма, при согласовании скоростей 
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 является состоятельной. Положительным качеством, заимствованным от ЛМ-периодограммы, является возможность воздействовать на смещенность оценки спектра – такое воздействие целесообразно при наличии в спектре острых всплесков, обусловленных гармоническими составляющими.

Учитывая, что
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(см.(13.23)), ЛКМ-периодограмму можно также представить в виде свертки:
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Соотношение (13.61) позволяет дать «частотную» интерпретацию состоятельности КМ- и ЛКМ-периодограмм: спектральное окно 
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 на скользящем интервале частот протяженностью 
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 некоррелированных отсчетов ЛМ-периодограммы.

Временная интерпретация: окно задержек 
[image: image85.wmf])

(

t

Q

w

 является «низкочастотным фильтром», отсекающим длинные малоинформативные «хвосты» оценки функции корреляции.

4. Еще раз об эффективности оценок спектра

В конце прошлой лекции мы рассмотрели вопрос вычислительной эффективности оценок спектра и пришли  к выводу, что ЛМ-периодограмма более эффективна. 

Однако в данной лекции мы увидели, что КМ-периодограмма значительно эффективнее в плане точности измерений.

Итак, возникает вопрос: как быть? Какую оценку предпочесть?

Ситуация кажется безвыходной, поскольку каждая оценка по-своему хороша. Между тем, прекрасным решением, устраивающим и теоретиков, и практиков, является подход, предложенный Бартлеттом, а затем усовершенствованный Уэлчем. Сущность его состоит в изобретении третьей разновидности оценок спектра – эти оценки впоследствии были названы оценками Барлетта и Уэлча, соответственно. Новые оценки, с одной стороны, весьма экономны в вычислительном плане, поскольку базируются на применении вычислительного алгоритма ЛМ-периодограммы. С другой стороны, новые оценки, при выполнении простых условий, состоятельны. 

5. Оценки Бартлетта и Уэлча

Бартлетт (Bartlett) предложил разделять отрезок анализируемого сигнала на неперекрывающиеся сегменты, вычислять для каждого сегмента сырую периодограмму (13.9), а затем эти периодограммы усреднять (рис.1). 

Аналитически оценку Бартлетта можно записать так:
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Можно показать, что
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Нетрудно видеть, что оценка Бартлетта в известном смысле очень похожа на КМ-периодограмму – благодаря этому сходству окно треугольной формы
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обычно называют «окном Бартлетта». Вместе с тем, нетрудно видеть также, что отличие оценки Бартлетта от КМ-периодограммы состоит в отличии механизмов подавления дисперсии оценки спектра. Так, если в КМ-периодограмме этот механизм состоит в скользящем усреднении соседних отсчетов единственной сырой периодограммы, в оценке Барлетта аналогичный результат достигается усреднением по ансамблю сырых периодограмм каждого из сегментов. Благодаря такому усреднению дисперсия оценки Барлетта понижается и становится близкой дисперсии КМ-периодограммы с треугольным окном.
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оценка Бартлетта

Рис.1

Уэлч (Welch) внес в метод Бартлетта два усовершенствования: 

1) использование весовой функции 
[image: image92.wmf])
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 для каждого из сегментов;

2) разбиение сигнала на перекрывающиеся фрагменты. 

Применение весовой функции позволяет ослабить растекание спектра и таким образом уменьшить смещение получаемой оценки спектра плотности мощности ценой некоторого ухудшения разрешающей способности. Перекрытие сегментов введено для того, чтобы увеличить их число и уменьшить потери информации из-за взвешивания – в результате дисперсия оценки понижается максимально. 

В современном пакете Matlab метод Уэлча именуют также методом усреднения модифицированных периодограмм — averaged modified periodogram method. Происхождение такого названия становится понятным, если вспомнить алгоритм формирования ЛМ-периодограммы. Нетрудно видеть, что спустя годы слово «линейная» пропало, осталось только «модифицированная». Пояснить это можно тем, что среди практиков алгоритм вычисления КМ-периодограммы так и не прижился.
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