Стр.9 из 9

Лекция 13-1

Спектральный анализ стационарных случайных процессов.

Часть 1. Периодограммы и их математическое ожидание

1. О применении спектроанализаторов

2. Сырые периодограммы

3. Математическое ожидание периодограмм

4. Модифицированные периодограммы

5. Предварительная оценка вычислительной эффективности оценок спектра
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1. О применении спектроанализаторов

В опимальных обнаружителях сигналов со случайными амплитудой и фазой (рис.11.2) в частном случае 
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 в косинусном и синусном каналах вычисляются соответственно интегралы
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которые можно интерпретировать как действительную и мнимую (с точностью до знака) части «кратковременного» [1] преобразования Фурье


[image: image5.wmf]dt

t

f

j

t

u

T

t

f

F

T

t

t

)

2

exp(

)

(

)

,

,

(

0

1

0

p

ò

+

-

=

.                                            (13.3)

На выходе сумматора оптимального обнаружителя при этом формируется квадрат модуля кратковременного преобразования Фурье
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в результате сравнения которого с порогом 
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 принимается решение о наличии сигнала 
[image: image8.wmf])

(

t

v

 в смеси 
[image: image9.wmf])

(

)

(

)

(

1

1

t

n

t

v

t

u

+

=

.

Известно также [2], что если спектр мощности 
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 не является «белым», тогда перед интеграторами следует поставить «предбеливающий» фильтр – линейную систему с частотной характеристикой 
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 такой, что
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где 
[image: image14.wmf]c

 - положительная константа. Поскольку спектр шума 
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 заранее неизвестен, его следует измерить (оценить) с помощью спектроанализатора. Таким образом, в задаче оптимального обнаружения гармонического сигнала на фоне шумовой помехи спектроанализатор применяется дважды: для предварительной оценки спектра шума и для спектрального анализа наблюдаемого процесса.
Еще одна интересная и практически полезная задача – выявление «скрытых периодичностей» в анализируемых данных, вообще говоря, произвольной природы. Это могут быть результаты измерений солнечной активности – таким образом был выявлен 11-летний период солнечной активности. Или результаты биржевой активности – так, кстати, были выявлены периодичность биржевой активности и корреляционная связь между биржевой и солнечной активностью. Спектральный анализ также позволил выявить периодичность «взрывов» популяции саранчи и корреляционную связь таких «взрывов» с солнечной активностью. В конечном счете появилась некоторая возможность прогнозировать подъемы и спады биржевой активности, более эффективно бороться с нападениями саранчи. Поскольку анализируемые данные в упомянутых и других подобных задачах имеют, вообще говоря, случайный характер, речь идет таким образом о спектральном анализе случайных процессов.
Еще один пример применения спектрального анализа случайных процессов – это спектральный анализ музыки и речи. Спектроанализаторы применяются для контроля и последующей коррекции акустических свойств концертных залов, помещений, открытых площадок (например, стадионов). Современные звукорежиссеры не мыслят свое рабочее место без спектроанализатора в том или ином исполнении: аппаратного, программного (в виде компьютерной программы на ПК) либо аппаратно-программного. Спектроанализаторы применяют при анализе фрагментов музыкальных произведений, особенностей певческих и дикторских голосов. Спектрально-временные признаки используют при автоматическом распознавании голосовых команд, речи. При синтезе речи существенно учитывается информация о спектрально-временных особенностях речевых сигналов. Наконец, неотъемлемым атрибутом интерфейса распространенной компьютерной программы Winamp является меняющийся во времени график модуля кратковременного спектра.

2. Сырые периодограммы

Математически двусторонний спектр мощности 
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 стационарного случайного процесса (ССП) 
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 определяют двумя способами. 

Первый способ достаточно очевиден - это преобразование Фурье от корреляционной функции 
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Второй способ базируется на использовании преобразования Фурье отрезка длительностью 
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где
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- преобразование Фурье отрезка ССП 
[image: image24.wmf])
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Исходя из этих определений, получаем две оценки спектра, именуемые периодограммами:
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где 
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 - оценка функции корреляции, и
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Периодограммы (13.8)-(13.9) часто называют “сырыми”, имея в виду неудовлетворительность их статистических свойств и, как следствие, необходимость модификации этих оценок.

3. Математическое ожидание периодограмм

Рассмотрим МО оценок (13.8)-(13.9).

МО оценки (13.8):
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Для несмещенной оценки корреляционной функции
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имеем
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где
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Учитывая, что
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из (13.10) получаем 
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где 
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 - символ свертки:
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 становится все более узкой и высокой, можно утверждать, что она асимптотически стремится к 
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-функции Дирака, а значит оценка (13.8) является асимптотически несмещенной:
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Пример 1. Предположим, что анализируемый процесс – ограниченный по частоте белый шум:
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Тогда из (13.15) следует
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т.е. оценка спектра является несмещенной в пределах плоской части спектра. Очевидно, с приближением к краю спектра, в окрестности точки 
[image: image43.wmf]B
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, будет проявляться смещенность оценки 
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(см. приводимые ниже графики и  программу их построения). Более того, вблизи скачков уровня спектра оценка может принимать отрицательные значения, что лишено физического смысла.

% программа построен. матем.ожидан. сырой периодограммы для БШ

f=-2:0.01:2

B=1; N0=1;

P=N0/2*rectpuls(f,2*B);

subplot(3,1,1); plot(f,P); axis([-2 2 -0.3 0.7]); grid; title(’спектр БШ’);

T=10;

Sa=2*T*sinc(2*f*T);

subplot(3,1,2); plot(f,Sa); axis([-2 2 -6 20.3]); grid; title(’спектральное окно’);

df=0.01; P1=df*conv(P,Sa); 

f1=-4:0.01:4;

subplot(3,1,3); plot(f1,P1); axis([-2 2 -0.3 0.7]); grid; title(’МО сырой периодограммы для БШ’);
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Пример 2. Анализируемый процесс – гармоника со случайной начальной фазой. Двусторонний спектр мощности такого процесса равен:
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Из (13.15) следует:
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Как видим, в случае чисто гармонического процесса оценка спектра мощности содержит отрицательные значения, обусловленные наличие отрицательных боковых лепестков функции 
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 (см. приводимые ниже программы и рисунок).

% программа построен. матем.ожидан. сырой периодограммы для гармоники

f=-2:0.01:2

f0=1; A=1;

T=10;

P1=A^2/4*(2*T*sinc(2*(f-f0)*T)+ 2*T*sinc(2*(f+f0)*T));

plot(f,P1); axis([-2 2 -1.5 5.3]); grid; title(’МО сырой периодограммы гармоники’);
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Как следует из рассмотренных выше примеров, сырая периодограмма (3.8), формируемая из несмещенной оценки корреляционной функции (13.11), обладает нежелательным свойством – она может принимать отрицательные значения, что лишено физического смысла.

Легко показать, что использование смещенной оценки корреляционной функции
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МО сырой периодограммы
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позволяет избежать этого недостатка:


[image: image53.wmf])

(

)

(

)

(

2

1

fT

Sa

T

f

P

f

P

p

Ä

=

,

поскольку спектральное окно 
[image: image54.wmf])

(

2

fT

Sa

T

p

 знакоположительно.

Весьма любопытно, что столь же «хорошими» свойствами обладает сырая периодограмма вида (13.9). Действительно, рассмотрим МО оценки (13.9):
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Преобразуя интеграл (13.17) уже известным нам способом (см., например, (3.26), (4.29)), приходим к соотношению
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из (13.18) получаем
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 становится все более узкой и высокой, можно также утверждать, что она асимптотически стремится к 
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-функции Дирака, а значит оценка (13.9) является асимптотически несмещенной:
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Таким образом, сырая периодограмма 
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 совпадает с сырой периодограммой 
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, в смысле равенства их МО, при условии, что при вычислении 
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 применяют смещенную оценку корреляционной функции анализируемого процесса.

Пример 3. Построим графики МО сырой периодограммы 
[image: image67.wmf])
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 для анализируемого процесса в виде ограниченного по частоте белого шума.

% программа построен. матем.ожидан. сырой периодограммы второго типа для БШ

f=-2:0.01:2

B=1; N0=1;

P=N0/2*rectpuls(f,2*B);

subplot(3,1,1); plot(f,P); axis([-2 2 -0.3 0.7]); grid; title(’спектр БШ’);

T=10;

Sa2=T*sinc(f*T).^2;

subplot(3,1,2); plot(f,Sa2); axis([-2 2 0 10.3]); grid; title(’спектральное окно’);

P2=df*conv(P,Sa2); 

f1=-4:0.01:4;

subplot(3,1,3); plot(f1,P2); axis([-2 2 -0.3 0.7]); grid; title(’МО сырой периодограммы для БШ’);
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Пример 4. Построим график МО сырой периодограммы 
[image: image69.wmf])
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 для анализируемого процесса в виде гармоники со случайной начальной фазой:
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% программа построен. матем.ожидан. сырой периодограммы второго типа для гармоники

f=-2:0.01:2

f0=1; A=1;

T=10;

P1=A^2/4*(T*sinc(2*(f-f0)*T).^2+ T*sinc(2*(f+f0)*T) .^2);

plot(f,P1); axis([-2 2 -0.1 2.7]); grid; title(’МО сырой периодограммы гармоники’);
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4. Модифицированные периодограммы

Как видно из приведенных примеров, смещенность оценки корреляционной функции – не такое уж «плохое» свойство, если в дальнейшем предполагается эту оценку использовать в качестве исходных данных для оценивания спектра. Развивая эту идею, можно предложить оценку спектра в виде так называемой квадратично-модифицированной (КМ) периодограммы
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Окно 
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 именуют «окном задержек». В частном случае
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а в другом частном случае
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Позднее будет показано, что ценность КМ-периодограммы состоит в возможности управления важнейшим параметром – эффективной шириной 
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Аналогичным образом можно обобщить и сырую периодограмму второго типа:
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вводя понятие линейно-модифицированной (ЛМ) периодограммы:
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где 
[image: image85.wmf])

,

(

T

f

F

L

 - преобразование Фурье взвешенного отрезка ССП 
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[image: image88.wmf])
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 - весовая функция, которую часто именуют “временным окном” [3-5].

Очевидно, нормирующий множитель
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вводить необязательно, если весовая функция 
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 выбрана так, что выполняется
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имеем 
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При практических вычислениях, однако, удобнее окно 
[image: image95.wmf])

(

t

w

L

 выбирать так, чтобы его максимальное значение не превышало единицы. Как следствие такого подхода, возникает необходимость в применении нормирующего множителя (13.25), который нужен для компенсации потерь энергии (средней мощности, дисперсии) сигнала, имеющей место при использовании весовой функции 
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Вообще говоря, исходя из требования асимптотической несмещенности оценок спектра, нетрудно предъявить минимальные требования к окнам 
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. Так, очевидно, должно выполняться
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Тогда площадь соответствующего спектрального окна 


[image: image100.wmf]ò

¥

¥

-

-

=

t

t

p

t

d

f

j

w

f

W

Q

Q

)

2

exp(

)

(

)

(

                                            (12.28)

будет равна единице:
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При аналитических выкладках бывает удобно предполагать, что окно 
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 удовлетворяет условию:
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Очевидно, этого легко добиться, нормируя «первичное» (т.е. не обладающее свойством (13.29)) окно 
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Тогда соответствующее частотное окно
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в силу теоремы Парсеваля, будет удовлетворять условию
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Различие роли окон 
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 трудно увидеть на примере анализа МО оценок спектра, поскольку при выполнении условия
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оценки 
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 эквивалентны в смысле равенства их МО:
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5. Предварительная оценка вычислительной эффективности оценок спектра

Сравним между собой «перспективность» КМ-периодограммы и ЛМ-периодограммы в вычислительном плане – какой тип оценок лучше в смысле минимизации объема вычислений?

Вообще-то, для более-менее точного ответа на этот вопрос следовало бы перейти от непрерывной формы оценок спектра к дискретной форме – тогда можно говорить об оперировании элементами неких числовых массивов и, как следствие, подсчитывать количество арифметических операций. Однако мы пока не будем этого делать – ведь пока нами не рассмотрен вопрос дисперсии оценок, а значит рано говорить о качестве оценок в смысле их статистической точности. Ограничимся пока самыми общими рассуждениями.

Итак, уже сейчас совершенно очевидно, что КМ-периодограмма 
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 может быть вычислена в три этапа:

1) вычисление оценки корреляционной функции 
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;

2) вычисление произведения 
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;
3) вычисление преобразования Фурье от произведения 
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Для вычисления ЛМ-периодограммы нужны следующие этапы:

1) умножение процесса на весовое окно: 
[image: image119.wmf])
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;

2) вычисление преобразования Фурье от произведения 
[image: image120.wmf])

(

)

(

t

w

t

X

L

;
3) возведение в квадрат полученного результата.
На первый взгляд, по количеству этапов оценки одинаковы. Однако при анализе вычислительной трудоемкости каждого из этапов приходим к выводу, что КМ-периодограмма все-таки более затратна: весьма трудоемкими операциями здесь являются вычисление корреляционной функции и вычисление преобразования Фурье. Между тем, при вычислении ЛМ-периодограммы имеется лишь одна трудоемкая процедура – преобразование Фурье.

Таким образом, ЛМ-периодограмма в вычислительном плане выглядит более привлекательно.

Вместе с тем напомним, что выводы о предпочтительности той или иной оценки  спектра делать рано – нами еще не рассмотрены дисперсии КМ-периодограммы и ЛМ-периодограммы. Этот вопрос мы и рассмотрим на следующей лекции.
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