АР фильтры второго порядка в задаче генерирования ССП

Одним из простых способов генерирования дискретного окрашенного (т.е. с неравномерным спектром мощности) ССП 
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где 
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 - последовательность некоррелированных СВ с нулевым МО и дисперсией 
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При этом область допустимых значений параметров 
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 и 
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 в аналитической форме [1]:
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и в графической форме [1]:
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Рис.1

Спектр мощности последовательности 
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где 
[image: image13.wmf]1
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 - шаг дискретизации по времени.

Управление формой спектра мощности последовательности 
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, таким образом, сводится к управлению формой квадрата модуля АЧХ АР фильтра 2-го порядка, т.е. к выбору коэффициентов 
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. Всего можно реализовать 5 типов спектра (см. рис.1): равномерный, НЧ, ВЧ, корытообразный, пикообразный. Границы областей с НЧ и ВЧ спектрами определяются соотношением [1]:
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Приведем доказательства приведенных выше соотношений.

Передаточная функция рекурсивного фильтра (1) описывается соотношением:
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Полагая в (5) 
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2

fT

j

e

z

p

=

, получим


[image: image20.wmf])

4

sin

2

sin

4

cos

2

(cos

2

4

cos

2

2

cos

2

1

)

4

sin

2

sin

(

4

cos

2

cos

1

)

4

sin

2

sin

(

)

4

cos

2

cos

1

(

)

4

sin

2

sin

(

4

cos

2

cos

1

)

4

sin

2

sin

(

4

cos

2

cos

1

1

1

1

)

(

1

д

1

д

1

д

1

д

2

1

д

2

д

1

2

2

2

1

д

2

д

1

д

2

д

1

2

д

2

д

1

2

д

2

д

1

д

2

д

1

д

2

д

1

д

2

д

1

д

2

д

1

4

2

2

1

д

д

д

a

p

a

p

a

p

a

p

a

a

p

a

p

a

a

a

p

a

p

a

p

a

p

a

p

a

p

a

p

a

p

a

p

a

p

a

p

a

p

a

p

a

p

a

p

a

p

a

a

a

p

p

fT

fT

fT

fT

fT

fT

fT

fT

j

fT

fT

fT

fT

fT

fT

fT

fT

j

fT

fT

fT

fT

j

fT

fT

e

e

f

H

fT

j

fT

j

+

+

-

-

+

+

+

-

-

-

=

=

+

+

-

-

+

-

-

-

=

=

+

+

-

-

=

=

-

-

=

-

-

                     (6)

Учитывая соотношение 
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Умножая (7) на комплексно сопряженное выражение, получим:
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Сранивая (8) и (3), убеждаемся в правильности соотношения (3).

Докажем теперь справедливость соотношений (2).

Известно [2], что если представить передаточную характеристику (5) в виде
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где 
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 - корни полинома 
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, тогда условие устойчивости цифрового фильтра имеет вид системы неравенств:
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Поскольку из (9) следует:
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Сопоставляя (11) и (10), получаем, что 
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 должны удовлетворять требованиям:
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Сравнивая (12) с рис.1, видим, что неравенства (12) верно, но «грубо» описывают границы зоны допустимых значений коэффициентов 
[image: image33.wmf]1
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 и 
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. Для уточнения границ этой зоны проделаем следующие выкладки. Решая систему уравнений (11) относительно 
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Предположим, что для 
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 связаны соотношением
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Тогда 
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Из (15) видно, что предположение (14) соответствует «пограничной» ситуации между устойчивыми и неустойчивыми фильтрами. Для 
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аналогично вышеприведенному получаем:
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Таким образом, линия (14) является уточнением границ зоны допустимых значений коэффициентов 
[image: image46.wmf]1
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 и 
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. Выше этой линии модуль величины 
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 больше единицы, что соответствует неустойчивому фильтру.

Для случая 
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также является «пограничным» в аналогичном смысле – здесь модуль величины 
[image: image51.wmf]2
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 больше единицы, что также соответствует неустойчивому фильтру.

Таким образом, в дополнение к «грубым» границам (12) получаем уточняющие границы, в результате чего можем окончательно записать:
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[image: image54.wmf]1
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Нетрудно видеть эквивалентность соотношений (19) и (2). Как видим, эти соотношения порождены условием устойчивости цифрового фильтра.
Покажем теперь, как выбором значений коэффициентов 
[image: image55.wmf]1
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 и 
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 можно управлять формой АЧХ фильтра. Приравняем нулю первую производную (по частоте) от знаменателя квадрата модуля частотной характеристики (как известно, необходимым условием наличия экстремума функции является равенство первой производной нулю):
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Учитывая, что 
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При фиксированном значении коэффициента 
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 коэффициент 
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 оказывается функционально зависимым от значения частоты 
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, характеризующей положение экстремума на оси частот. 

Знак второй производной по частоте:
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определяет характер экстремума. 

При 
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 выражение (22) отрицательно, следовательно знаменатель АЧХ имеет локальный максимум, а сама АЧХ имеет локальный минимум – т.е. АЧХ имеет «корытообразную» форму (режекторный АР фильтр 2-го порядка). 

Напротив, при 
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 АЧХ имеет «пикообразную» форму (полосовой АР фильтр2-го порядка). 
Сдвигая с помощью коэффициента 
[image: image67.wmf]1
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 этот экстремум по оси частот, можно сформировать как НЧ, так и ВЧ фильтры. Действительно, примем 
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[image: image69.wmf]0

,

1

4

2

2

1

=

-

-

=

f

a

a

a

,                                                         (23)

откуда следует, что при 
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, т.е. при пикообразной форме АЧХ, коэффициент 
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 положителен. Таким образом, если поступить наоборот, т.е. выбрать коэффициент 
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 положительным, и при этом задать 
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 - тогда при предельно допустимом большом значении коэффициента 
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 получим НЧ АР фильтр 2-го порядка.
Аналогично рассуждая, приходим к выводу, что если выбрать коэффициент 
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 отрицательным, и при этом задать 
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 - тогда тогда при предельно допустимом малом значении коэффициента 
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 получим ВЧ АР фильтр 2-го порядка.
Что касается «остроты» экстремума АЧХ, из (22) следует, что этот экстремум выражен тем сильнее, чем больше коэффициент 
[image: image78.wmf]2
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 отличается от нуля. 

Нетрудно видеть, что полученные нами качественные выводы вполне согласуются с рис.1.

В заключение заметим, что если обозначить 
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тогда мы придем к разностному уравнению АР фильтра 2-го порядка в таком виде:
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Очевидно, в этом случае все полученные выше результаты следует откорректировать с учетом соотношений (24).

Пример. Вычислим коэффициент 
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 уравнения (25) в предположении, что АЧХ имеет локальный максимум при 
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Решение. Из соотношения (21) получаем:


[image: image84.wmf]285

,

0

)

2

,

0

2

cos(

)

3

,

0

(

1

)

3

,

0

(

4

1

=

-

-

-

-

=

p

a

.

Таким образом, 
[image: image85.wmf]285

,

0

1

-

=

b

.

Литература:

1. Дженкинс Г., Ваттс Д. Спектральный анализ и его приложения. Вып.1,2. – М.,Мир, 1971-1972гг.

2. Константинидис А. Общие характеристики цифровых фильтров. – В кн. «Введение в цифровую фильтрацию» под ред.Р.Богнера и А. Константинидиса. – М., Мир.,1976. – сс.41-53.

Корытообразный спектр





НЧ спектр





ВЧ спектр





Пикообразный спектр





Равномерный спектр











_1077073994.unknown

_1077095782.unknown

_1077121603.unknown

_1077123109.unknown

_1077124618.unknown

_1077125466.unknown

_1077126487.unknown

_1077126527.unknown

_1077125636.unknown

_1077125157.unknown

_1077124457.unknown

_1077122016.unknown

_1077122863.unknown

_1077122061.unknown

_1077122417.unknown

_1077121867.unknown

_1077097780.unknown

_1077099585.unknown

_1077113727.unknown

_1077099421.unknown

_1077097572.unknown

_1077097595.unknown

_1077096071.unknown

_1077094670.unknown

_1077095167.unknown

_1077095409.unknown

_1077095708.unknown

_1077095293.unknown

_1077094967.unknown

_1077095073.unknown

_1077094685.unknown

_1077093234.unknown

_1077093449.unknown

_1077093823.unknown

_1077093755.unknown

_1077093776.unknown

_1077093738.unknown

_1077093259.unknown

_1077093201.unknown

_1077093211.unknown

_1077075075.unknown

_1077042966.unknown

_1077046250.unknown

_1077048045.unknown

_1077048132.unknown

_1077046492.unknown

_1077045424.unknown

_1077045862.unknown

_1077045022.unknown

_1077041745.unknown

_1077041907.unknown

_1077042901.unknown

_1077041827.unknown

_1077041851.unknown

_1077041779.unknown

_1077041503.unknown

_1077041602.unknown

_1077041316.unknown

