40 задач з дисципліни «Методи обробки акустичних сигналів»

1. Симетрична форма рівняння нерекурсивного фільтру порядку 2N має вигляд:


[image: image1.wmf]å

N

-N

=

k

k

k)

-

x(n

a

 

=

 

y(n)

.

Поясніть зміст параметрів, що входять у рівняння.

Відповідь: У зазначеному рівнянні:

x(n) - відліки вхідного сигналу в моменти часу  nTд ;

y(n) - відліки вихідного сигналу;

Tд    - період дискретизації; 
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 - коефіцієнти фильтру.

2. Чому нерекурсивні цифрові фільтри (НЦФ), що описуються рівнянням 
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, називають фільтрами з кінечною імпульсною характеристикою (КІХ- або FIR- фільтрами)? 
Відповідь: Якщо на вхід НЦФ фільтра, що описується рівнянням 
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, подати одиничний імпульс
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 EMBED Equation.3 [image: image6.wmf]î
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тоді на виході НЦФ фільтра з'явиться послідовність (імпульсний відгук) із (2N+1) відліків. Оскільки ця послідовність кінечна, такий НЦФ називають фільтром із кінечною імпульсною характеристикою (КІХ-фільтром або FIR (finite impulse response filtre) фільтром).

3. Подайте на вхід фільтру, що описується рівнянням 
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, гармонічне коливання 
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 та одержіть аналітичний вираз для частотної характеристики КІХ-фильтру. 

Відповідь: Якщо вхідним сигналом КІХ-фильтру є гармонійне коливання:
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тоді, використовуючи рівняння фільтру 
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звідки частотна характеристика КІХ-фильтру:
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4. Відомо, що аналітичний вираз частотної характеристика КІХ-фільтру має вигляд: 
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. Спростіть цей аналітичний вираз для випадків парних (
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Відповідь: Для парних 
[image: image18.wmf]=

k

a



 EMBED Equation.3 [image: image19.wmf]k

a

-

 частотна характеристика КІХ-фільтру 
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 дійсна й складається із суми зважених косинусоїд:
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а для непарних 
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 - чисто уявна й складається із суми синусоїд:
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5. При розрахунках низькочастотних КІХ-фільтрів методом зворотного перетворення Фур'є використовують співвідношення: 
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. Поясніть: 1) що означають параметри 
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; 2) чому в одержаному виразі фігурує функція 
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Відповідь: Для визначення параметрів цифрового НЧ КІХ-фільтру за основу береться ідеальний фільтр нижніх частот (ФНЧ), частотна характеристика якого має вигляд:
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Відповідно до методу зворотного перетворення Фур'є, вагові коефіцієнти шуканого фільтра обчислюють як коефіцієнти Фур'є розкладання в ряд періодизованої (із періодом 
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Таким чином, причиною з’явлення функції 
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 є прямоукутність форми частотної характеристики ідеального НЧ фильтру.

6. Використовуючи вираз
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розрахувати НЧ КІХ-фільтр 6-го порядку (
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. Побудувати приблизний графік АЧХ фільтру, використовуючи вираз:
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Відповідь: В результаті розрахунків одержуємо:
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Графік АЧХ одержуємо з використанням виразу для АЧХ КІХ-фильтру:
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7. Розрахуйте ВЧ КІХ-фільтр 6-го порядку (
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, якщо коефіцієнти НЧ КІХ фільтру такого ж порядку і з такими ж значеннями 
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 Відповідь: Коефіцієнти ВЧ КІХ-фільтру обчислюються по формулі:

ак,ФВЧ = ак,ВФ - ак,НЧ ,

де ак,ВФ – коефіцієнти всепропускаючого фільтру:
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ак,НЧ – коефіцієнти НЧ КІХ-фільтру дорівнюють в даному конкретному випадку,
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Результати розрахунків шуканих коефіціентів ВЧ КІХ-фільтру представимо у вигляді таблиці:
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	ак,ВФ
	1
	0
	0
	0

	ак,НЧ
	0.5
	0.318
	0
	-0.106

	ак,ВЧ
	0.5
	- 0.318
	0
	0.106


8. Поясніть, навіщо застосовуються вагові вікна при розрахунку КІХ-фільтрів? Відкоригуйте коефіцієнти НЧ КІХ-фільтра 6-го порядку:
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із застосуванням трикутного вагового вікна:
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 Відповідь: вагове вікно застосовують при розрахунках КІХ-фільтрів для придушення ефекту Гібса - при цьому вдасться підвищити рівномірність АЧХ у смузі пропускання й понизити рівень бічних пелюстків у смузі затримування.

При симетричній формі запису рівняння цифрового фільтра:
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тобто відкориговані коефіцієнти фільтру:
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Оскільки відліки вікна 
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 повинні задовольняти вимогам:
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для трикутного вікна при N=3 одержуємо:
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Таким чином,
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9. На прикладі рекурсивного фільтра, що описується рівнянням:
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 доведіть, що імпульсна характеристика рекурсивних фільтрів безкінечна.

Відповідь: Подамо на вхід фільтра одиничний імпульс:
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Оскільки в моменти часу, що передують 
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25

,

0

5

,

0

;

0

:

2

1

2

2

2

=

+

=

=

=

y

x

y

x

n


і т.д., тобто ІХ триває нескінченно довго.

10. Доведить, що Z-перетворення передатної функції рекурсивного фільтра, що описується рівнянням:
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описується рівнянням:
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 Відповідь: Перенесемо частину рівняння, що містить коефіцієнти 
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 , із правої частини рівняння в ліву частину (при цьому позначимо 
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Неважко бачити, що ліва і права частини рівняння - це дискретні згортки. З огляду на те, що Z-перетворення дискретної згортки функцій дорівнює добутку Z-перетворень цих функцій, рівняння рекурсивного фільтра можна представити у вигляді:
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Звідси Z-перетворення передатної функції рекурсивного фільтра:
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11. Як визначають порядок рекурсивного фільтра, рівняння якого має вигляд:
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 і що треба зробити в цьму рівнянні, щоб рекурсивний фільтр перетворився в нерекурсивний?

Відповідь: Більше з двох чисел M и  N визначає порядок фільтра. Якщо в рівнянні рекурсивного фільтра всі коефіцієнти 
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тоді рекурсивний фільтр перетворюється в нерекурсивний:
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12. Перетворіть Z-перетворення передатної функції рекурсивного фільтра 
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в частотну характеристику фільтра.
 Відповідь: Для цього необхідно в Z-перетворенні передатної функції рекурсивного фільтра зробити заміну:
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 - період дискретизації; 
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 - циклічна частота.

В результаті такої заміни одержимо аналітичний вираз комплексної частотної характеристики фільтра:
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13. Загальний вигляд рівняння цифрового фільтру:
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,
а одне з можливих рівнянь нерекурсивного цифрового фільтра, що реалізує операцію диференціювання, має вигляд:
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 - період дискретизації. Одержіть аналітичний вираз частотної характеристики даного конкретного фільтра, з огляду на те, що в загальному випадку частотна характеристика нерекурсивного фільтра визначається співвідношенням:
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Відповідь: Порівнюючи дане конкретне рівняння нерекурсивного цифрового фільтра 
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с рівнянням загального виду:
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неважко дійти висновку, що
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а інші коефіцієнти рівні нулю.

З врахуванням цього частотна характеристика даного фільтра, що диференціює, має вигляд:
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14. Доведіть, що частотна характеристика
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нерекурсивного цифрового фільтра, що описується рівнянням 
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 , за певних умов (зазначте ці умови) близька до частотної характеристики ідеального  фільтра, що диференціює:
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 Відповідь: Розглянемо частотну характеристику
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Зауважимо, що, з врахуванням співвідношень 
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 можна переписати в більш зручному для інтерпретації вигляді:
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15. Одне з можливих рівнянь фільтра, що інтегрує, має вигляд:
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Одержите аналітичне вираження частотної характеристики цього фільтра, якщо загальне рівняння цифрових фільтрів має вигляд:
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а Z-перетворення передатної функції рекурсивного фільтра має вигляд:
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Відповідь: Порівнюючи дане конкретне рівняння  фільтра, що інтегрує, із рівнянням загального виду для рекурсивних фільтрів, знаходимо значення коефіцієнтів:
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Z-перетворення передатної функції:
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Отже, частотна характеристика цифрового фільтра, що інтегрує, має вигляд:
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16. Доведіть, що частотна характеристика
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рекурсивного цифрового фільтра, що описується рівнянням 
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, за певних умов (зазначте ці умови) близька до частотної характеристики ідеального фільтра, що інтегрує:
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 Відповідь: Розглянемо частотну характеристику
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рекурсивного цифрового фільтра. Відомо, що при 
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Зауважимо, що, з обліком співвідношень 
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 можна переписати в більш зручному для інтерпретації вигляді:
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17. Відомо, що перетворення Гільберта 
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[image: image150.wmf])

(

1

t

p

:


[image: image151.wmf][

]

ò

¥

¥

-

-

=

=

du

u

t

u

x

t

x

H

t

x

)

(

)

(

)

(

)

(

~

p

.

Доведіть справедливість лінійної властивості перетворення Гильберта:
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для довільних функцій 
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 Відповідь: Дана властивість доводиться шляхом простих перетворень:
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18.  Відомо, що перетворення сигналів лінійною системою на «часовій мові» описується інтегралом згортки
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 Примітка: під спектром сигналу 
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 у даному випадку мається на увазі результат перетворення Фур'є:
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 Відповідь: Оскільки інтегралу згортки двох функцій у частотній області відповідає добуток спектрів цих функцій, спектри 
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 зв'язані між собою простим співвідношенням:
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Сигнал 
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 вхідного сигналу і частотну характеристику 
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19. Відомо, що вихідний сигнал 
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З яких етапів складається процедура обчислення відгуку лінійної системи, якщо задані імпульсна характеристика системи [image: image186.wmf])
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 Відповідь: У зазначеному випадку процедура обчислення відгуку лінійної системи складається з наступних етапів:

1) обчислення спектра 
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2) обчислення частотної характеристики 
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3) обчислення спектра вихідного сигналу 
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4) обчислення вихідного сигналу 
[image: image197.wmf])

(

t

y

 як зворотного перетворення Фур'є від його спектра 
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20. На вхід лінійної системи подається комплексна гармоніка одиничної амплітуди і частоти 
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Знайдіть відгук 
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 лінійної системи, якщо відома імпульсна характеристика системи 
[image: image203.wmf])

(

t

h

.

 Відповідь: Відгук системи знайдемо, використовуючи співвідношення згортки:
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де
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частотна характеристика лінійної системи.

Таким чином, на виході лінійної системи буде також комплексна гармоніка, однак її амплітуда дорівнює значенню частотної характеристики на частоті 
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21. Поясніть сутність пари неперервних перетворень Фур'є (НПФ):
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 Відповідь: Зворотне перетворення Фур'є 
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 с нескінченно малими комплексними амплітудами 
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 тому називається спектральною щільністю амплітуд. Пряме перетворення Фурье 
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 показує, як можна обчислити спектральну щільність амплітуд 
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22. Для обчислення дискретного спектра 
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відрізок сигналу 
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. Чому в даному випадку дорівнює параметр N  і як він зв'язаний із параметрами 
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Відповідь: Параметр N зв'язаний із тривалістю 
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 відрізка аналізованого сигналу і періодом дискретизації 
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23. Для обчислень, відповідно до виразу
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дискретного спектру 
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 між вузлами сітки частот і як вона зв'язано з параметрами 
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Відповідь: Відстань 
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Параметр 
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 зв'язаний із параметрами 
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24. Що дає застосування алгоритму швидкого перетворення Фур'є (ШПФ), у порівнянні з прямим методом обчислень спектра сигналу, що описується співвідношенням:
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 Оцініть ступінь виграшу, забезпечуваного алгоритмом ШПФ у порівнянні з прямим методом обчислень, для N=1024.

 Відповідь: Для обчислення одного елемента послідовності 
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 операцій комплексних множень і додавань, якщо обчислення робити напряму. ШПФ – це такий алгоритм обчислень, у якому кількість обчислювальних операцій пропорційна величині 
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Для N=1024 виграш від застосування алгоритму ШПФ складає:
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Переваги алгоритму БПФ швидко збільшуються із зростанням 
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, що істотно при обробці сигналів великої тривалості.

25. Що таке спектрограма? Визначите разрішаючу спроможність спектрограми за частотою і за часом, якщо аналізований сигнал розбивають на сегменти тривалістю 
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=20 мілісекунд із 50%-ним перекриттям?

Відповідь: Спектрограмою (короткочасним спектром) сигналу називається перетворення Фур'є відрізка сигналу на ковзному інтервалі часу тривалістю 
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 На практику при обчисленні спектрограми дискретний сигнал розбивають на сегменти протяжністю 
[image: image254.wmf]1
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 (можливо, із перекриттям). Для кожного сегмента обчислюють його спектр у виді коефіцієнтів ДПФ. Набір спектрів і утворить спектрограму.

Розрішаюча спроможність по частоті такого спектрального аналізу визначається розміром 
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, а розрішаюча спроможність за часом - розміром 
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, якщо сегменти аналізованого процесу не перекриваються. Якщо ж сегменти перекриваються, розрішаюча спроможність за часом залежить від ступеня перекриття сегментів і дорівнює величині зміщення суміжних сегментів.

Для 
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, а за часом (для 50%-ного перекриття сегментів) дорівнює 
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26. Після введення в комп'ютер, за допомогою звукової плати, реалізації стаціонарного випадкового процесу 
[image: image260.wmf])
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, був сформований масив 
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 , із десяти вибіркових значень цієї реалізації (див. таблицю).
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За результатами оцінювання математичного чекання процесу 
[image: image264.wmf])

(

t

X

 зробіть висновок про наявність постійної складової в аналізованому процесі 
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 Відповідь: У якості оцінки 
[image: image266.wmf]m
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 математичного чекання 
[image: image267.wmf]m

 стаціонарного випадкового процесу (СВП) 
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У результаті обчислень одержуємо:
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тобто середнє значення процесу істотно відрізняється від нуля. Однак робити висновок про наявність постійної складової в процесі 
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 передчасно через малий об'єм вибірки значень цього СВП. Для підвищення точності оценивания варто зробити дві речі:

1) збільшити об’єм вибірки;
2) забезпечити некорельованість вибіркових значень процесу 
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27. Після введення в комп'ютер, за допомогою звукової плати, реалізації стаціонарного випадкового процесу (СВП) 
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(

t

X

, був сформований масив 
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, з десяти вибіркових значень цієї реалізації (див. таблицю).
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Оцініть дисперсію процесу 
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 Відповідь: У якості оцінки дисперсії 
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 ССП 
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Відмінність цих оцінок у тому, що оцінка 
[image: image283.wmf]*
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 зміщена, а оцінка 
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 - незміщена.
У результаті обчислень одержуємо:
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28. Запишіть пару перетворень Вінера-Хінчіна для двостороннього спектра потужності стаціонарного випадкового процесу (СВП) 
[image: image288.wmf])
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.  Чому спектр потужності в даному випадку є «двостороннім» і чому його ще називають «спектральною густиною дисперсії»?

Відповідь: Для двостороннього спектра потужності пара перетворень Вінера-Хінчіна має вигляд пари перетворень Фур'є, що зв'язує між собою кореляційну функцію 
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 і спектр потужності 
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Оскільки функція кореляції 
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тому і називається «двостороннім».

Якщо в другому співвідношенні прийняти 
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тобто площа під кривою спектра потужності 
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 дорівнює дисперсії ССП 
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. Звідси друга назва спектра потужності 
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: «спектральна густина дисперсії».
29. Запишіть пару перетворень Вінера-Хінчина для одностороннього спектра потужності стаціонарного випадкового процесу (СВП) 
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. Чому спектр потужності в даному випадку є «одностороннім»?

Відповідь: Для двостороннього спектра потужності пара перетворень Вінера-Хінчина має вигляд пари перетворень Фур'є, що зв'язує між собою кореляційну функцію 
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Користуючись парністю функцій 
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Односторонній спектр потужності зв'язаний із двостороннім співвідношенням:
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Термін «односторонній» говорить про те, що спектр потужності дорівнює нулю для негативних частот. Співвідношення Вінера-Хінчіна, що зв'язують між собою 
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30. Обчисліть функцію кореляції, дисперсію і коефіцієнт кореляції обмеженого по смузі білого шуму, двосторонній спектр потужності якого описується співвідношенням:
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 Відповідь: кореляційна функція 
[image: image314.wmf])

(

t

K

 і двосторонній спектр потужності 
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 зв'язані між собою парою співвідношень Вінера-Хінчіна:
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Для обмеженого по смузі білого шуму функція кореляції має вигляд:
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Дисперсія і коефіцієнт кореляції відповідно дорівнюють:
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31. Обчисліть функцію кореляції, дисперсію і коефіцієнт кореляції смугового білого шуму, односторонній спектр потужності якого описується співвідношенням:
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Примітка: використайте співвідношення 
[image: image322.wmf]2
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, а також пару співвідношень Вінера-Хінчіна для одностороннього спектра потужності:
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 Відповідь: використовуючи пару співвідношень Вінера-Хінчіна для одностороннього спектра потужності, одержимо функцію кореляції смугового білого шуму:
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Дисперсія:
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Коефіцієнт кореляції:
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32. Густину імовірностей 
[image: image327.wmf])
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 ергодичного стаціонарного випадкового процесу (СВП) 
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X

 можна оцінити гістограмним методом, маючи в розпорядженні лише одну реалізацію СВП 
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 густини імовірностей при цьому може бути подана у вигляді:
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Поясніть сутність гістограммного методу оцінювання густини імовірностей, а також зміст параметрів 
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 Відповідь: Позначимо 
[image: image335.wmf]T

 тривалість відрізка ССП 
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[image: image341.wmf])

,

(

~

x

x

P

D

 імовірності влучення ССП 
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Оцінка 
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 густини імовірностей при цьому може бути подана у вигляді:
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33. Густина імовірностей 
[image: image355.wmf])
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 ергодичного стаціонарного випадкового процесу (СВП) 
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 можна оцінити гістограмним методом, маючи в розпорядженні одну реалізацію СВП 
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Зміщеність цієї оцінки описується співвідношенням:


[image: image359.wmf])

(

24

)

(

)

(

)

,

(

~

)]

,

(

~

[

2

x

W

x

x

W

x

x

W

x

x

W

¢

¢

D

=

-

D

=

D

D

,

а дисперсія - співвідношенням:
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 - тривалість відрізка ССП 
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Одержіть аналітичний вираз для повної помилки оцінки 
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[image: image367.wmf]x

, повна помилка оцінки 
[image: image368.wmf])

,

(

~

x

x

W

D

 від параметрів 
[image: image369.wmf]x

D

 і 
[image: image370.wmf]N

?

Відповідь: Повна помилка оцінки 
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При фіксованому значенні 
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 повна помилка залежить від двох параметрів: 
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Якщо зафіксувати параметр 
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34. Густину імовірностей 
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 ергодичного стаціонарного випадкового процесу (СВП) 
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 можна оцінити гістограмним методом, маючи лише одну реалізацію СВП 
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Зміщеність цієї оцінки описується співвідношенням:
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а дисперсія - співвідношенням:
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 - тривалість відрізка СВП 
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 - крок дискретизації ССП 
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Обчисліть повну помилку гістограмної оцінки, якщо відомо, що значення СВП 
[image: image394.wmf])
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 розподілені по рівномірному закону в інтервалі від –0.5 до +0.5, параметр 
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 у межах плоскої частини рівномірного закону).

Відповідь: Повна помилка оцінки 
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Рівномірний закон розподілу імовірностей має вигляд:
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У даному конкретному випадку 
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У межах плоскої частини і перша, і друга похідні функції 
[image: image404.wmf])
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35. Густину імовірностей 
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 ергодичного стаціонарного випадкового процесу (СВП) 
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 можна оцінити гістограмним методом, маючи лише одну реалізацію СВП 
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Зміщеність цієї оцінки описується співвідношенням:
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а дисперсія - співвідношенням:


[image: image411.wmf]xN

x

W

x

x

W

D

D

»

D

)

(

)]

,

(

~

[

,

де 
[image: image412.wmf]t

T

N

D

=

; 
[image: image413.wmf]T

 - тривалість відрізка СВП 
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Визначте значення 
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, при якому повна помилка гістограмної оцінки дорівнює 0.01, якщо відомо, що значення СВП 
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 розподілені по рівномірному закону в інтервалі від –0.5 до +0.5 (помилка задана для значень 
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 у межах плоскої частини рівномірного закону), параметр 
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 Відповідь: Повна помилка оцінки 
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Рівномірний закон розподілу імовірностей має вид:
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У даному конкретному випадку 
[image: image424.wmf]5
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У межах плоскої частини і перша, і друга похідні функції 
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Звідси
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36. Визначте параметр 
[image: image430.wmf]RC

 (добуток 
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) найпростішого НЧ фільтра у виді 
[image: image432.wmf]RC

-ланцюжка зі смугою пропускання 5 кГц на рівні -3 дБ.

 Примітка: Частотна характеристика  RC-ланцюжка , що інтегрує , має вид:
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 Відповідь: Квадрат модуля частотної характеристики (ЧХ):
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На частоті 
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На будь-якій іншій частоті 
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 рівень функції 
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Якщо відомо значення 
[image: image440.wmf]D

 для заданої частоти 
[image: image441.wmf]f

, тоді можна обчислити добуток 
[image: image442.wmf]RC
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Підставляючи числові значення, одержимо:
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37. Є найпростіший НЧ фільтр у вигляді 
[image: image446.wmf]RC

-ланцюжка, для якого добуток 
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. Визначте частоту 
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 Примітка: Частотна характеристика  RC-ланцюжка , що інтегрує , має вигляд:


[image: image450.wmf]fRC
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 Відповідь: Квадрат модуля частотної характеристики (ЧХ):
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На частоті 
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На довільній іншій частоті 
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 рівень функції 
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Звідси випливає:
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Підставляючи числові значення, одержуємо:
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38.  Доведіть, що для найпростішого НЧ-фільтра у вигляді 
[image: image459.wmf]RC

-ланцюжка при досить великих частотах  АЧХ зменшується зі швидкістю 6 дБ/октаву.

Примітка: Частотна характеристика  RC-ланцюжка , що інтегрує , має вид:

[image: image460.wmf]fRC
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 Відповідь: Квадрат модуля частотної характеристики (ЧХ):
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На частоті 
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На будь-якій іншій частоті 
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 рівень функції 
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Для 
[image: image467.wmf]¥
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 можемо записати:
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Тоді для 
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що і було потрібно довести.

39. Визначте параметр 
[image: image473.wmf]RC

 (добуток 
[image: image474.wmf]RC

) НЧ-фільтра у вигляді двох послідовно поєднаних 
[image: image475.wmf]RC

-ланцюжків, якщо смуга пропускания фільтра 5 кГц на рівні -3 дБ.
 Примітка: Частотна характеристика одиночного  RC-ланцюжка , що інтегрує , має вид:
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 Відповідь: Для двох послідовно з'єднаних 
[image: image477.wmf]RC

-ланцюжків:
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На частоті 
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 маємо:
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На будь-який іншій частоті 
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 рівень функції 
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Якщо відомо значення 
[image: image485.wmf]D

 для заданої частоти 
[image: image486.wmf]f

, тоді можна обчислити добуток 
[image: image487.wmf]RC

:
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Підставляючи числові значення, одержуємо:
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40. Доведіть, що для НЧ-фильтра у вигляді двох послідовно з'єднаних 
[image: image491.wmf]RC

- ланцюжків при досить великих частотах  АЧХ зменшується зі швидкістю 12 дБ/октаву.

Примітка: Частотна характеристика одиночного  RC-ланцюжка , що інтегрує , має вид:
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 Відповідь: Для двох послідовно з'єднаних 
[image: image493.wmf]RC

-ланцюжків:
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На частоті 
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На будь-який іншій частоті 
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 рівень функції 
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Для 
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 можемо записати:


[image: image502.wmf])

)

(

4

lg(

20

2

2

2

RC

f

p

-

»

D

.

Тоді для 
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що і було потрібно довести.
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