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1. Вводные замечания

Говоря о законах распределения случайных величин и случайных процессов, естественно затронуть вопрос о том, на каком основании устанавливаются эти законы распределения. Ответ на этот вопрос вполне определенен – в основе всех этих характеристик лежит опыт, эксперимент. Разработкой методов измерений вероятностных характеристик занимается специальная наука – математическая статистика.

Все задачи математической статистики касаются вопросов наблюдений над массовыми случайными явлениями. В зависимости от характера решаемого практического вопроса и от объема экспериментального материала эти задачи могут принимать ту или иную форму.

Одной из таких задач является задача определения (измерения) закона распределения случайной величины или системы случайных величин (в случае дискретного случайного процесса).

Рассмотрим сущность гистограммного метода измерений плотности вероятностей на примере случайной величины 
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. Предположим, что в нашем распоряжении результаты наблюдений непрерывной СВ 
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. Разделим весь диапазон наблюденнных значений на интервалы или «разряды» и подсчитаем количество значений 
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, приходящихся на каждый 
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-тый разряд. Это число разделим на общее число наблюдений 
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 и таким образом найдем частоту, соответствующую данному разряду:


[image: image6.wmf]n

m

W

i

i

=

*

.                                                                (1)

Сумма частот всех разрядов, очевидно, должна быть равна единице.

Построим таблицу, в которой приведены разряды в порядке их расположения вдоль оси абсцисс и соответствующие частоты. Эта таблица называется статистическим рядом. Пример статистического ряда, где  
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 обозначены интервалы значений СВ 
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 – табл.1.

Табл.1
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Статистический ряд часто оформляют в виде графика, который называют гистограммой (рис.1). Очевидно, при увеличении числа опытов можно выбирать все более мелкие разряды; при этом гистограмма будет все более приближаться к некоторой кривой, ограничивающей площадь, равную единице и представляющей собой истинную, т.е. оцениваемую, плотность распределения величины 
[image: image12.wmf]X

.

Пользуясь данными статистического ряда, можно приближенно построить и статистическую функцию распределения (т.е. оценку интегрального закона распределения) величины 
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 (рис.2). 

[image: image14.jpg]


   [image: image15.jpg]



                                    Рис.1                                                                     Рис.2

Ниже речь пойдет об оценивании одномерной плотности вероятности 
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 эргодического стационарного случайного процесса 
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2. Оценка плотности вероятности

Предположим, что размеры разрядов одинаковы и равны 
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. Обозначим 
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 время пребывания ССП 
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-окрестности значения 
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 (рис.3). 
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Рис.3

Тогда оценку 
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-окрестность значения 
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 можно представить в виде относительного времени пребывания:
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где 
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 - время пребывания ССП 
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Оценка 
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Связь между оценкой (3) и истинной плотностью 
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Очевидно, источник погрешности при измерениях 
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 и интервала наблюдения 
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Среднее значение оценки (3):
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Нетрудно видеть, что из-за конечных размеров разряда 
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 оценка (3) смещенная:
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Соотношения (5)-(6) можно проиллюстрировать рис.4.
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Рис.4

3. Величина смещения оценки

Разложим 
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Тогда 
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Поскольку
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из (5) с учетом (6)-(9) получаем выражение для смещенности 
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В литературе [2] можно встретить несколько отличающееся выражение для смещенности оценки (3), полученное в предположении, что точка 
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 находится в центре окошка 
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. Действительно, в этом случае
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Поскольку
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из (5) с учетом (11)-(13) получаем выражение для смещенности 
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 оценки (3):
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Соотношение (14) проще соотношения (10) – отсутствует зависимость от первой производной 
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. Поэтому в дальнейшем будем пользоваться именно соотношением (14). Вместе с тем, отметим принципиальный момент, объединяющий соотношения (10) и (14), а именно: смещенность оценки (3) можно понизить путем уменьшения величины интервала 
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4. Дисперсия оценки

Из соотношения (3) следует
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где 
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 попадания отсчетов ССП 
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 выбран так, что отсчеты независимы (для гауссовского ССП - некоррелированы), тогда справедливо соотношение:
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Подставляя (16) в (15), получаем приближенную формулу:
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Как видим, дисперсию оценки (3) можно понизить путем увеличения 
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. Вместе с тем, при фиксированном значении 
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 дисперсия оценки (3) обратно пропорциональна объему выборки 
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, т.е. длительности интервала наблюдения 
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5. Средний квадрат ошибки

Средний квадрат ошибки измерений равен сумме дисперсии и квадрата смещения:
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Как видим, средний квдрат ошибки измерений зависит от двух факторов: длительности анализируемой реализации 
[image: image83.wmf]T

 и величины интервала 
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 однозначно: “чем больше, тем лучше”, этого нельзя сказать о параметре 
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, который должен быть большим для снижения дисперсии, но малым – для снижения смещения. Требования к выбору 
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В этой связи закономерен такой подход к выбору параметров 
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Выполнение соотношения (19) означает необходимость согласования законов изменения 
[image: image91.wmf]x

D

 и 
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 для  получения асимптотически несмещенной и состоятельной оценки плотности вероятности гистограммныи методом.

6. Домашнее задание

1. В среде Excel сгенерировать нормально распределенную числовую последовательность (подсказка: воспользуйтесь позицией меню Сервис|Анализ данных) из 80-100 чисел. Значения МО и СКО произвольны (по умолчанию МО=0, СКО=1).

2. Оценить числовые параметры закона распределения сгенерированной числовой последовательности: МО, D и СКО.

3. Построить гистограмму распределения значений сгенерированной числовой последовательности (подсказка: воспользуйтесь позицией меню Сервис|Анализ данных). Тип диаграммы – произвольный. Пример выполнения задания – Приложение 1.
Приложение 1

Генерирование последовательности случайных чисел и построение гистограммы в среде Excel
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Комментарий к Приложению 1. Оффисное приложение Excel обладает весьма мощными способностями как в плане проведения некоторых математических вычислений, так и в плане моделирования процедур статистической обработки данных. 

Как видно из приведенного выше примера, можно генерировать последовательности случайных чисел, подчиняющиеся заданному закону распределения, а затем подвергать эти последовательности статистической обработке. Например, оценивать математическое ожидание, дисперсию, среднеквадратическое отклонение, пользуясь соответствующими встроенными математическими функциями. 

Кроме того, можно строить гистограммы – результат построения имеет вид графика. Особенность построения гистограммы состоит в необходимость предварительной организации массива значений аргумента будущей гистограммы, именуемого в Excel довольно оригинально: «карманы». Имея такой массив, можно приступать к построению статистического ряда, имеющего вид таблицы, состоящей из двух колонок. В первой колонке указаны числовые значения «карманов», во второй – количество отсчетов случайной величины, попавших в соответствующие «карманы». После получения такой таблицы построить гистограмму очень просто – для этого следует воспользоваться функцией построений графиков.

В приведенном выше примере мы видим два графика. Первый получен традиционным для программ Excel способом. Второй получен с помощью программы-надстройки S-PLUS, которая отсутствует в стандартном пакете Excel. Программа S-PLUS может быть установлена пользователем на его компьютере по его желанию. Нетрудно видеть, что программа S-PLUS несколько по-иному интерпретирует границы «карманов». Очевидно, это обстоятельство не свидетельствует о достоинствах или недостатках какого-либо подхода. Скорее, это вопрос вкуса.

Приложение 2

Построение графиков законов распределений и гистограмм в Matlab 6.1

1. Демонстрационные примеры

Учиться можно играючи. Действительно, обратитимся к демонстрационному разделу статистического блока программы Matlab: в позиции меню Help>Statistics Toolboxs>Tutorial>Demos находим два подраздела:

The disttool Demo

The randtool Demo

Согласно рекомендациям первого подраздела, в рабочем окне Matlab следует набрать команду disttool – в результате появится панель с элементами управления, позволяющая наблюдать графики интегрального и дифференциального законов распределения различных СВ:
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Во втором случае в рабочем окне Matlab следует набрать команду randtool – в результате появится панель с элементами управления, позволяющая наблюдать гистограммы распределения значений различных СВ.
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Что можно сказать по поводу полезности этих мини-программ?

Во-первых, они избавляют пользователя от необходимости что-то программировать для получения графика соответствующей функции. Во-вторых, они напоминают о существовании двух типов случайных величин – непрерывных и дискретных. В-третьих, они наглядно демонстрируют графики интегрального и дифференциального законов распределений, позволяя пользователю “поиграть” значениями числовых параметров. Разумеется, при этом будет нелишним, если пользователь попытается вспомнить смысл этих числовых параметров.

О недостатках. Во-первых, в программе randtool отсутствует возможность ручного управления размерами «кармана»: значение 
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 вычисляется только автоматически, с учетом введенного пользователем значения параметра 
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. Во-вторых, в примерах отсутствует собственный режим помощи (Help). Например, совсем нелишним было бы напомнить пользователю, что cdf – это интегральный закон распределения, а pdf – дифференциальный. А столь «хитрая» аббревиатура поясняется несколько иной терминологией англоязычных математиков: интегральную функцию распределения они именуют «кумулятивной функцией распределения» (cumulative distribution function), а дифференциальную - как и мы, “плотностью распределения вероятностей” (probability density function).

2. О построении функций распределения

Указанные выше демонстрационные примеры – “всего лишь” полезные игрушки. На практике часто бывает необходимым самому построить графики функций распределения. Например, такая необходимость возникает при желании сравнить оценку функции распределения с истинной (“теоретической”) функцией.

С помощью режима Help программы Matlab (в поле поиска Index задаем ключевое слово cdf  или pdf) быстро находим ответ на наш вопрос. Суть этого ответа, применительно к вычислению теоретических плотностей вероятностей, таков.

Вычислить теоретическую функцию плотности вероятностей можно с применением двух видов встроенных в Matlab функций. Первый вид встроенных функций – в названии функции закодированы название распределения и вид закона. Например, для (0;1)-нормально распределенной СВ программа вычисления плотности вероятностей и построения ее графика имеет вид:

[image: image101.bmp]x = [-3:0.1:3];

f = normpdf(x,0,1);

plot(x,f)
График имеет вид:

Второй вид встроенных функций – в названии функции закодирован только тип распределения (интегральный, дифференциальный). Название закона (нормальный, пуассоновский и т.п.) вводится как один из аргументов встроенной функции Matlab:

x = [-3:0.1:3];

p = pdf('Normal',x,0,1);

plot(x,p)

Перечень имен фунций распределения находим в подразделе Overview of the Distributions. Для этого просто берем первое слово из списка наименований. Внимание! Имя функции должно начинаться с большой буквы!

Для нормального закона, как видим, следует использовать имя Normal, а не normal –  второй случай будет диагностирован как ошибочный.
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Интегральные функции вычисляются аналогично, с тем лишь отличием, что вместо pdf следует употреблять cdf. Например:

x = [-3:0.1:3];

f = normcdf(x,0,1);

plot(x,f)
или
x = [-3:0.1:3];

p = cdf('Normal',x,0,1);

plot(x,p)
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